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Abstract
In this work conditions of existing of orthogonal algebraic bases in lineals and complete orthogonal

systems in (closed with respect to certain topology) subspaces of inde�nite inner product spaces are
investigated.

Ââåäåíèå

Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç íåêîòîðûõ ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé, ïîñâÿ-

ùåííûõ ðàçëè÷íûì âîïðîñàì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

â îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé (ñì. [13, 16, 19], à òàêæå ññûëêè

â [13]).

Íàñêîëüêî ìîæíî ñóäèòü ïî ïðåäñòàâëåííûì îòíîñèòåëüíî äàííîé òåìàòèêè èñ-

òî÷íèêàì, êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî áàçèñà ó ëèíåà-

ëà è ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â (çàìêíóòîì îòíîñèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé òîïîëîãèè) ïîäïðîñòðàíñòâå íåèçâåñòíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåôèíèòíîé

ìåòðèêîé, è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (êðîìå íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ) íåðåøåííûå

ïðîáëåìû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òàêèõ êðèòåðèåâ äëÿ íåêîòîðûõ êëàñ-

ñîâ ëèíåàëîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû

(ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå îñîáî íå îãîâàðèâàþòñÿ â äàííîé ñòàòüå, ìîãóò

áûòü íàéäåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1, 14]).

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ñëåäóþùèé òåðìèí. Ëèíåàë L ⊆ X áóäåì íàçûâàòü êàíîíè-

÷åñêèì, åñëè L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû (ò.å.

ó L ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ Ãàìåëÿ). Òàêîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ â íåêî-

òîðîì ðîäå ðàñïðîñòðàíåíèåì íà ëèíåàëû òåðìèíà äëÿ êëàññè÷åñêîãî êàíîíè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Êðåéíà (ñì. [1]). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü G � îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ Ãàìåëÿ ëèíåàëà L, è G± � ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé

ëèíåàëû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êàíîíè÷åñêèé ëèíåàë íåâûðîæäåí.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïåðåôîðìóëèðîâêîé êëàññè÷åñêîãî

ôàêòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ñà-

ìîìîïðÿæåííîé ìàòðèöû (ñð. äàëåå ïðåäëîæåíèÿ 11 � 13).
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íîìåðíûé íåâûðîæäåííûé ëèíåàë ÿâëÿåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì.

Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â

ñëåäóþùèõ äâóõ âàðèàíòàõ. Ïóñòü L � (áåñêîíå÷íîìåðíûé) íåâûðîæäåííûé ëèíåàë

â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì (äàëåå ñîêðàùåííî

ÏÂÏ).

(1) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ L ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì?

(2) Åñëè L � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòî-

ãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L (ò.å. L ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîãî ñâîåãî êàíî-

íè÷åñêîãî ïîäëèíåàëà)? Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà áóäåì íàçûâàòü L

òîïîëîãè÷åñêè ðàçëîæèìûì.

Âîïðîñ 1. Ñëåäóþùèì ïî ïðîñòîòå ïîñëå êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó-

÷àé ëèíåàëà, ó êîòîðîãî ðàçìåðíîñòè åãî äåôèíèòíûõ ïîäëèíåàëîâ êàêîãî-ëèáî çíà-

êà îãðàíè÷åíû êîíå÷íûì ÷èñëîì. ¾Îòùåïëÿÿ¿ ïðè ïîìîùè êîíå÷íîìåðíûõ ìåòîäîâ

(îðòîäîïîëíÿåìûé) äåôèíèòíûé ëèíåàë ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, â êà÷åñòâå îð-

òîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ áóäåì èìåòü äåôèíèòíûé ëèíåàë ïðîòèâîïîëîæíîãî çíà-

êà; òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî ëèíåàëà. Â ÷àñò-

íîñòè, âñå ëèíåàëû â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîéñòâîì.

Ïðè ïåðåõîäå ê ëîêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêå ëèíåàëà G � ê åãî àëãåáðàè÷åñêîìó

áàçèñó G, ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî áàçèñà H ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåíà êàê ïðîáëåìà îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû G: äåéñòâèòåëüíî, âåê-
òîðà ñèñòåìû H áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ ñèñòåìû G; ïîñòðîåíèå
êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé è ìîæíî ìûñëèòü êàê ¾ïðîöåññ îðòîãî-

íàëèçàöèè¿ ñèñòåìû G. Òàê ÷òî, ïî ñóòè, âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé (íåâû-

ðîæäåííûé) ëèíåàë êàíîíè÷åñêèì, ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî áàçèñà

Ãàìåëÿ G ëèíåàëà L, êîòîðûé ìîæíî ¾îðòîãîíàëèçèðîâàòü¿. Ïîñëåäíåå ñëîâî âçÿòî

â êàâû÷êè ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ¾îðòîãîíàëèçèðîâàòü¿ îçíà÷àåò íåêèé êîíñòðóêòèâ-

íûé àëãîðèòìè÷åñêèé ïðîöåññ, ò.å. íåêèé íàáîð ðåêóðñèâíûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ, è òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè L,

äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ â ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ, âûðàæàþùèõ

âåêòîðà îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ÷åðåç âåêòîðà èñõîäíîé, íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì. Â ðàáîòå [8], àâòî-

ðîì ïðåäëîæåíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.

Âîïðîñ 2. ïðèìåíÿÿ ëåììó Öîðíà ê óòâåðæäåíèþ 2 ïðåäëîæåíèÿ 7, ïîëó÷èì

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà G â ÏÂÏ X ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà G [⊥] � íåéòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÏÂÏ X � äåôèíèòíî, òî ïðåäëîæåíèå 2 îáåñïå÷èâàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå â X ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû, èáî åäèíñòâåííûì íåéòðàëüíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì â X ÿâëÿåòñÿ {0}, ïîýòîìó ñèñòåìà G ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé:

ClosLinG = G [⊥][⊥] = {0}[⊥] = X.

Â ñëó÷àå æå èíäåôèíèòíîãî X ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñëåäóþùåé òðóäíîñòüþ:

G [⊥] ìîæåò îêàçàòüñÿ íåòðèâèàëüíûì íåéòðàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, è â ýòîì

ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîñòü îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû G íå âëå÷¼ò å¼ ïîëíîòó. Îáî-

çíà÷èì X1 := ClosLinG; åñëè ñèñòåìà G ìàêñèìàëüíà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2

X1 = X
[⊥][⊥]
1 ⊇ X

[⊥]
1 . Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà X1

ëåæèò â ñàìîì X1: ñèòóàöèÿ, ïàðàäîêñàëüíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äåôèíèòíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Ïîäïðîñòðàíñòâî X1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ X
[⊥]
1 ⊆ X1, íàçîâåì íåîð-

òîðàñøèðÿåìûì; â äåôèíèòíîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì íåîðòîðàñøèðÿåìûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ñàìî X. â ýòèõ òåðìèíàõ ïðåäëîæåíèþ 2 ìîæíî ïðèäàòü ñëåäó-

þùóþ òðàêòîâêó: îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà G, áóäó÷è ¾çàêëþ÷åíà¿ â íåîðòîðàñøèðÿå-
ìîå ïîäïðîñòðàíñòâî X1, óæå íå ìîæåò ¾âûéòè çà ïðåäåëû¿ X1, ò.å. áûòü ðàñøèðåíà

äî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðàìè èç X\X1.

Îäíàêî ïîñëåäíåå îòíþäü íå îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû

G ′, êîòîðàÿ ¾ïîãëîùàåò¿ G è íåêîòîðîå íóæíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ M⊆ X\X1 (ò.å.

G ⊂ G ′, è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà G ′ ñîäåðæèò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó G ∪ M). Íàïðîòèâ,

êàê ìû óâèäèì äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ G èM òàêàÿ ñèñòåìà

âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàíèå íåîðòîðàñøèðÿåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýê-

âèâàëåíòíî èññëåäîâàíèþ ìàêñèìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Íàçîâåì ÏÂÏ X

íàñëåäñòâåííî ðàçëîæèìûì, åñëè ñàìî X è âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà òîïîëîãè÷åñêè

ðàçëîæèìû. Äëÿ íàñëåäñòâåííî ðàçëîæèìûõ ÏÂÏ îïèñàíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ îð-

òîãîíàëüíûõ ñèñòåì ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ âñåõ íåîðòîðàñøèðÿåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî íàñëåäñòâåííî ðàçëîæèìûì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ÏÂÏ è ëþ-

áîå G-ïðîñòðàíñòâî.

ßñíî, ÷òî â êëàññå âñåõ ÏÂÏ íàñëåäñòâåííàÿ ðàçëîæèìîñòü âñåõ ÏÂÏ ýêâèâà-

ëåíòíà ïðîñòî òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè êàæäîãî ÏÂÏ. Îäíàêî èìåííî èññëå-

äîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè íåñåïàðàáåëüíûõ ÏÂÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çíà÷èòåëüíóþ òðóäíîñòü, ÷òî âèäíî äàëåå èç ðåçóëüòàòîâ ï. 3.4. Èç-çà íàëè÷èÿ íåîð-

òîðàñøèðÿåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è íåñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèõîäèòñÿ

íàëàãàòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ÏÂÏ X. Ïðè ýòîì íå óäàåòñÿ ïîêà

ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð, è âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè

ïðîèçâîëüíîãî íåñåïàðàáåëüíîãî ÏÂÏ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

1.1. Îðäèíàëüíûå è êàðäèíàëüíûå ÷èñëà. Îðäèíàëüíûå ÷èñëà â ðàáîòå áóäóò

îáîçíà÷àòüñÿ ìàëûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè, êàðäèíàëüíûå � ìàëûìè ãîòè÷åñêèìè.

×åðåç ℵ0, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ ñ÷åòíûé êàðäèíàë.

Ïóñòü ζ < ξ. ×åðåç [ζ, ξ], (ζ, ξ], [ζ, ξ), (ζ, ξ) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñîâîêóïíîñòè

îðäèíàëüíûõ ÷èñåë, ëåæàùèå ìåæäó óêàçàííûìè ãðàíèöàìè, è ñîäåðæàùèå èëè íå

ñîäåðæàùèå ãðàíèöó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ñêîáêà êâàäðàòíîé èëè êðóãëîé

ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëþáîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå óïîðÿäî÷åííî.

Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà b cb = 2b, ãäå c � ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè a < b, òî 2a < 2b.

Ïðåäëîæåíèå 5 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì îáîáùåííàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçà (è

ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ïîñëåäíåé).

Ñ÷åòíûé êàðäèíàë, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℵ0.

1.2. Àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, è M � íåïóñòîå

ìíîæåñòâî X. ×åðåç Lin M îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M. Äëÿ ïó-

ñòîãî ìíîæåñòâà ïîëàãàåì: Lin ∅ := {0}.
Íàïîìíèì, ÷òî Áàçèñîì Ãàìåëÿ (èëè àëãåáðàè÷åñêèì áàçèñîì) ïðîñòðàíñòâà X

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ X, ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ X.

Àëãåáðàè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ìîùíîñòü

áàçèñà Ãàìåëÿ X (òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3). Àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ðàçìåðíîñòü X áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç dim X.

1.3. Ïîëíûå ñèñòåìû è òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü 〈X, τ〉 � òîïîëî-

ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé τ , è M ⊆ X. ×åðåç Closτ M îáîçíà÷àåòñÿ çà-

ìûêàíèå ìíîæåñòâà M â òîïîëîãèè τ (ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ τ -çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,

ñîäåðæàùèõ M).

Ïóñòü òåïåðü 〈X, τ〉 � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîïîëîãè÷åñêîé

ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X íàçîâåì íàèìåíüøóþ ìîùíîñòü ïîëíîé ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé ñèñòåìû â X (ñì. ïðåäëîæåíèå 3). Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà X ñ òîïîëîãèåé τ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç τ.dim X. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

ñåïàðàáåëüíûì, åñëè τ.dim X = ℵ0.
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1.4. Òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâàõ ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì. Âåçäå â ýòîì
ïóíêòå X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì.

Ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ íà X, ïîðîæäàåìàÿ ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì {px}x∈X,

py(x) := |[x, y]X|, íàçûâàåòñÿ ñëàáîé, è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç τ 0
X. Ýêâèâàëåíòíûì

îáðàçîì τ 0
X ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ñëàáåéøàÿ èç òîïîëîãèé, â êîòîðûõ íåïðåðûâíû

âñå ôóíêöèîíàëû

ϕy, ϕy(x) := [x, y]X, x, y ∈ X. (1)

Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ τ 0
X ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X � íåâû-

ðîæäåíî.

Ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ τ íà X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ìàæîðàíòîé, åñëè

τ -íåïðåðûâíû âñå ôóíêöèîíàëû (1). Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ τ 0
X ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ìà-

æîðàíòîé. Ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ τ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ìàæîðàíòîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ 0
X 6 τ .

Òîïîëîãèÿ τ íà X íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè τ � ÷àñòè÷íàÿ ìàæîðàíòà, è äëÿ

ëþáîãî τ -íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ, îïðåäåëåííîãî íà X, ñóùåñòâóåò

òàêîé âåêòîð y ∈ X, ÷òî ϕ(x) = [x, y]X, x ∈ X.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ τ 0
X ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

(2) Åñëè τ � äîïóñòèìàÿ òîïîëîãèÿ â X, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåàëà L ⊆ X

Closτ L = L[⊥][⊥].

(3) Ïóñòü τ � äîïóñòèìàÿ òîïîëîãèÿ, è L � ëèíåàë â ïðîñòðàíñòâå X. Âêëþ÷åíèå

L[⊥] ⊆ IsX èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Closτ L = X.

(4) Ïóñòü τ � äîïóñòèìàÿ òîïîëîãèÿ â X, è {Xi}i∈I � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ â X. Òîãäà (⋃
i∈I

Xi

)[⊥]

=
⋂
i∈I

X
[⊥]
i ;

åñëè âñå Xi � ïîäïðîñòðàíñòâà, òî(⋂
i∈I

Xi

)[⊥]

= ClosτLin

(⋃
i∈I

X
[⊥]
i

)
.

Êàê ïîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2 ïðåäëîæåíèÿ 6, çàìûêàíèÿ ëèíåàëîâ â ëþáîé

äîïóñòèìîé òîïîëîãèè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ïðè çàïèñè îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ Clos

ìû, êîãäà ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèé, áóäåì îïóñêàòü íèæíèé èíäåêñ,

ñîîòâåòñòâóþùèé äîïóñòèìîé òîïîëîãèè. Çàïèñü τ.dimX, ðå÷ü áóäåò èäòè î ÏÂÏ X, è

íè÷åãî ñïåöèàëüíî íå áóäåò îãîâîðåíî î òîïîëîãèè τ , áóäåò îçíà÷àòü òîïîëîãè÷åñêóþ

ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî (ïðîèçâîëüíîé) äîïóñòèìîé òîïîëîãèè.

Äàëåå, êàê ïðàâèëî, ïîäïðîñòðàíñòâîì ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíåàë, çàìêíóòûé

â (íåêîòîðîé) äîïóñòèìîé òîïîëîãèè.
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Ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ τ íà X íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòíîé, åñëè âíóòðåí-

íåå ïðîèçâåäåíèå [·, ·]X τ -íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (òàêèì îáðàçîì,

ïðîèçâîëüíàÿ ìàæîðàíòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ìàæîðàíòîé). Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì

ÏÂÏ ñ ìàæîðàíòîé ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

1.5. Èíäóêòèâíûå ìíîæåñòâà. . Íàïîìíèì, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èí-

äóêòèâíî óïîðÿäî÷åííûì (èëè ïðîñòî, èíäóêòèâíûì), åñëè êàæäàÿ öåïü ìíîæåñòâà

A (ò.å. ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî) èìååò âåðõíþþ ãðàíü. Ïî øèðîêî èç-

âåñòíîé è ïðèìåíÿåìîé ëåììå Öîðíà ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò

(çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äàëåêî íå âñÿêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìàêñèìàëüíûå

ýëåìåíòû, ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì).

Îòìåòèì â âèäå óòâåðæäåíèÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ, âîç-

íèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ÏÂÏ.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà â çàäàííîì ÏÂÏ èíäóêòèâíû (ïî îòäåëü-

íîñòè).

(1) Ìíîæåñòâà âñåõ îòðèöàòåëüíûõ, íåéòðàëüíûõ, ïîëîæèòåëüíûõ; íåïîëîæèòåëü-

íûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåàëîâ. Ìíîæåñòâà âñåõ íåïîëîæèòåëüíûõ, íåéòðàëü-

íûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Âñå ýòè æå ìíîæåñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ,

ñîäåðæàùèõ ôèêñèðîâàííîå ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî.

(2) Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ñè-

ñòåì, ñîäåðæàùèõ çàäàííóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.

1.6. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäëîæå-
íèÿ 7 ïðèìåíåíèåì ëåììû Öîðíà ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 8. Â äåôèíèòíîì ÏÂÏ X ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.

Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ¾ïî÷òè ïîëíî¿ òîïîëîãè÷åñêîé ñâîáîäîé:

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü G = {gα}α∈A � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â ÏÂÏ X. Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî B ⊂ A, äëÿ êîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâî Clos Lin {gβ p β ∈ B}
� íåâûðîæäåíî,

Clos Lin {gβ | β ∈ B} ∩ Clos Lin {gα | α ∈ A\B} = {0}.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà G òîïîëîãè÷åñêè ñâîáîäíà (ìèíèìàëüíà):

∀α ∈ A gα ∈ Clos Lin {gβ | β ∈ A\{α}}.

Èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, èç ïðåäëîæåíèÿ 9 ìîæíî

âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 10. Äëÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû G â íåâûðîæäåííîì ÏÂÏ X

|G| 6 τ.dim X.
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1.7. Ìàòðèöà Ãðàìà êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â ÏÂÏ.. Ïóñòü n ∈ N, è
G = {gi}i∈1,n � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÏÂÏ X. Ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû G
íàçûâàåòñÿ (ñàìîñîïðÿæåííàÿ) ìàòðèöà

Γ(G) :=


[g1, g1] [g1, g2] . . . [g1, gn]

[g2, g1] [g2, g2] . . . [g2, gn]

. . . . . . . . . . . .

[gn, g1] [gn, g2] . . . [gn, gn]

 .

Ìàòðèöà Ãðàìà îáëàäàåò âïîëíå î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìû ïåðå÷èñ-

ëèì â ñëåäóþùèõ òðåõ óòâåðæäåíèÿõ (÷åðåç R− è R+ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåí-

íî ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë).

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü n ∈ N, è G = {gi}i∈1,n � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà. Òîãäà ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(a): 0 ∈ σ(Γ(G))

(b): Ñèñòåìà G � ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è ëèíåàë LinG � íåâûðîæäåí.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü n ∈ N, è ñèñòåìà G = {gi}i∈1,n � ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(a): Ìàòðèöà Γ(G)� ïîëîæèòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà, îòðèöàòåëüíà, íåîòðèöàòåëü-

íà)

(b): σ(Γ(G)) ⊆ R+(σ(Γ(G)) ⊆ R+ ∪ {0}, σ(Γ(G)) ⊆ R−,

σ(Γ(G)) ⊆ R− ∪ {0} ñîîòâåòñòâåííî).

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü n ∈ N, è ñèñòåìà G = {gi}i∈1,n � ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Òîãäà

dim Is LinG = dimnull (Γ(G)), (2)

ãäå null (A) � íóëü-ìíîæåñòâî ìàòðèöà A. Â ÷àñòíîñòè, ëèíåàë LinG íåâûðîæäåí

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåâûðîæäåíà ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû G.

2. Ëèíåàëû ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì ìàêñèìàëüíîñòè

Ïóñòü L � íåêîòîðûé ëèíåàë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ëèíåàëà

L:

ν−(L) := sup{dim N|N− êîíå÷íîìåðíûé îòðèöàòåëüíûé ëèíåàë},
ν0(L) := sup{dim N|N− êîíå÷íîìåðíûé íåéòðàëüíûé ëèíåàë},
ν+(L) := sup{dim N|N− êîíå÷íîìåðíûé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåàë}.

Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ν±(·), ν0(·) ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 14. Åñëè äëÿ ëèíåàëîâ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå L ⊆ N, òî

ν±(L) 6 ν±(N), ν0(L) 6 ν0(N).
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Êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ν(L) := min{ν−(L), ν+(L)} (6 ℵ0) íàçîâåì èíäåêñîì ìàêñè-

ìàëüíîñòè ëèíåàëà L. ×óòü ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ν(L) = ν0(L).

Ëåììà 1. Ïóñòü L = L−[+̇]L+ � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå L, è N± ⊆ L � íåêî-

òîðûé, ñîîòâåòñòâåííî, íåîòðèöàòåëüíûé èëè ïîëîæèòåëüíûé ëèíåàë. Òîãäà

dim N± 6 dim L±. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P± � ïðîåêòîð â L íà L±. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ± : N± → L±, ϕ±(x) := P±x, x ∈ N±. ϕ± � ëèíåéíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæå-

íèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ±x = 0, òî x ∈ L∓ ∩N±, ò.å. x � íåéòðàëüíûé âåêòîð; òàê

êàê L−, L+ � äåôèíèòíûå ëèíåàëû, òî x = 0. Èç èíúåêòèâíîñòè ϕ± è ñëåäóåò (3). �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ L = L−[+̇]L+ ëèíåàëà L

ν±(L) 6 dim L±.

Ëåììà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ëèíåàëîâ L1 è L2 ñ íóëåâûì ïåðåñå÷å-

íèåì

ν±(L1[+̇]L2) > ν±(L1) + ν±(L2),

ν0(L1[+̇]L2) > ν0(L1) + ν0(L2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòà, ÷òî åñëè N1 è N2 � ïîëî-

æèòåëüíûå, îòðèöàòåëüíûå èëè íåéòðàëüíûå ëèíåàëû ñîîòâåòñòâåííî â L1 è L2, òî

N1[+̇]N2 � ïîëîæèòåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé èëè íåéòðàëüíûé ëèíåàë â L1[+̇]L2. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íàðÿäó ñ êîíñòàòàöèåé íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñâîéñòâ ÷èñåë

ν±(L), ν0(L), ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ëèíåàë ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì ìàêñè-

ìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÏÂÏ X.

(1) Ïóñòü ν±(L) êîíå÷íî, è N± � òàêîé, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûé èëè

îòðèöàòåëüíûé ëèíåàë â L, ÷òî

dim N± = ν±(L); (4)

L = N±[+̇](L[−]N±) � ðàçëîæåíèå íåâûðîæäåííîãî ëèíåàëà L, Òîãäà L[−]N±
� îòðèöàòåëüíûé èëè ïîëîæèòåëüíûé ëèíåàë (ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îá-

ðàçîì, ëþáîé ëèíåàë ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì ìàêñèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êàíîíè-

÷åñêèì.

(2) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îðòîãîíàëüíûõ ëèíåàëîâ L1 è L2 â X

ν±(L1[+̇]L2) = ν±(L1) + ν±(L2).

(3) Äëÿ ëþáîãî ëèíåàëà L ⊆ X ν(L) = ν0(L).

(4) Åñëè dimL 6 ℵ0, òî ν−(L) + ν+(L) = dimL.
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(5) Ïóñòü τ � ìàæîðàíòà â X. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåàëà L ⊆ X ñïðàâåä-

ëèâà èìïëèêàöèÿ

ν±(L) < ℵ0 ⇒ ν±(Closτ L) < ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè áû, íàïðèìåð, L[−]N+ ñîäåðæàë ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð

x (î÷åâèäíî, L[−]N+ íå ìîæåò ñîäåðæàòü íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ â ñèëó íåâûðîæ-

äåííîñòè L), òî ëèíåàë N+[+̇]Lin{x} áûë áû, ïîëîæèòåëüíûì, è åãî ðàçìåðíîñòü

ðàâíÿëàñü áû dimN+ + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4).

2. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé << + >>. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç êàðäè-

íàëüíûõ ÷èñåë ν+(L1), ν+(L2) áåñêîíå÷íî, òî ðàâåíñòâî òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûòå-

êàåò èç ëåììû 2. Äîïóñòèì, îáà ÷èñëà ν+(L1), ν+(L2) êîíå÷íû, è Li = L−
i [u]L+

i �

êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Li (i ∈ 1, 2), ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1. Òî-

ãäà L = (L−
1 [u]L−

2 )[u](L+
1 [u]L+

2 ) � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå L, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ëèíåàëà N+ ⊆ L ñîãëàñíî ëåììå 3

dim N+ 6 dim (L+
1 [u]L+

2 ) = ν+(L1) + ν+(L2).

Äàëåå ïðèìåíÿåì ëåììó 2 è îïðåäåëåíèå ν+(·).
3. Ïîëîæèì n± := ν±(L), è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé

n− 6 n+. (5)

(a) n− � êîíå÷íî. Ïóñòü, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1,

L = L−[u]L+ (6)

� êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå L, è dim L− = n−. Ïóñòü {g−i }i∈1,n− � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ â L−, à {g+
i }i∈1,n− � íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â L+ (ñì. (5)).

Ïîëîæèì

ei := g−i + g+
i , i ∈ 1, n−.

Òîãäà, î÷åâèäíî, E := Lin{ei | i ∈ 1, n−} � íåéòðàëüíûé ëèíåàë, ñëåäîâàòåëüíî,

ν0(L) > n−. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì, ïðèìåíÿÿ ê (6) ëåììó 3. Òàêèì îá-

ðàçîì, ν0(L) = n− = ν(L).

(b) n− � áåñêîíå÷íî. Ïóñòü n ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, è L− �

òàêîé êîíå÷íîìåðíûé îòðèöàòåëüíûé ëèíåàë, ÷òî dim L− > n. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü óòâåðæäåíèåì 2, ïðèìåíåííûì ê ðàçëîæåíèþ L = L−[u](L[−]L−), ñóùåñòâóþ-

ùåìó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ïîëó÷èì:

ℵ0 = ν+(L−) + ν+(L[−]L−) = ν+(L[−]L−),

ñëåäîâàòåëüíî, L[−]L− ñîäåðæèò òàêîé êîíå÷íîìåðíûé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåàë L+,

÷òî dim L+ > dim L− > n. Äàëåå ñòðîèì íåéòðàëüíûé ëèíåàë E àíàëîãè÷íî ïóíêòó

(a). Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ìû íàøëè òàêîé íåéòðàëüíûé ëèíåàë E, ÷òî

dim E > n, ñëåäîâàòåëüíî ν0(L) = ℵ0 = ν(L).

4. Ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 1, 2.
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5. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé << + >>. Ïóñòü n ∈ N � ïðîèçâîëüíîå

ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, M � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåàë èç Closτ L, äëÿ êî-

òîðîãî dim M = m > n, è H = {hk}k∈1,m � íåêîòîðûé áàçèñ â M. òîãäà, â ñèëó òîãî,

÷òî τ � ìàæîðàíòà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà Hε = {hεk}k∈1,m èç

L, ÷òî |[hi, hj]− [hεi, hεj]| < ε äëÿ i, j ∈ 1, m. Òàê êàê σ(Γ(H)) ⊆ R+ (ëèíåàë M ïîëî-

æèòåëåí, è ñèñòåìà H ëèíåéíî íåçàâèñèìà � ñì. ïðåäëîæåíèå 12), è ñîáñòâåííûå

÷èñëà íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû, òî ïðè íåêîòîðîì

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε0 σ(Γ(Hε0)) ⊆ R+. Ïîýòîìó, â ñèëó ïðåäëîæåíèé 11 è 12 ëèíåàë

LinHε0 ⊆ L � ïîëîæèòåëåí, è dimLinHε0 = m > n. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè,

÷òî åñëè ν+(Closτ L) = ℵ0, òî è ν+(L) = ℵ0. �

3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçëîæèìîñòü

3.1. Î ðàñøèðåíèÿõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì.

Ëåììà 3. Ïóñòü y � íåéòðàëüíûé, íî íåèçîòðîïíûé âåêòîð â ÏÏÂ Y. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {e1, e2} :

y ∈ Lin{e1, e2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y 6∈ IsY, òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x ∈ Y, ÷òî

[y, x] 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåàë Lin{x, y}− íåâûðîæäåí, òàê êàê ìàòðèöà Ãðàìà

ñèñòåìû {x, y} íåâûðîæäåíà:

det

(
[x,x] [x,y]

[y,x] [y,y]

)
= −|[x, y]|2 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Lin{x, y}− äâóìåðíûé êàíîíè÷åñêèé ëèíåàë. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå

{e1, e2} ïðîèçâîëüíûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ëèíåàëà Lin{x, y}, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå

ëåììû. 2

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E − îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, g 6∈ Lin E . Ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà E ′
: E ⊂ E ′

Lin(E ∪ {g}) ⊆ Lin E ′
. (7)

(2) (a) Ìíîæåñòâî Ng := {e ∈ E | [g, e] 6= 0}− êîíå÷íî, è

(b) Lin(E ∪ {g}) ∩ Is E [⊥] = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (b). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð:

ê ∈ Lin(E ∪ {g}) ∩ Is E⊥. (8)

Òîãäà èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ê ∈ Lin E ′
, à â ñèëó òîãî, ÷òî ê ∈ E [⊥], è ëèíåàë Lin E −

íåâûðîæäåííûé, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {êi}i∈1,k èç E ′\E , è íåíóëåâîé

íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {αi}i∈1,k, ÷òî ê =
∑

i∈1,k

αiêi (k ∈ N).

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005



Î ðàçìåðíîñòè ëèíåàëîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ . . . 89

Ïîëîæèì N := Lin{êi | i ∈ 1, k}. Òîãäà ê ∈ N. Â òî æå âðåìÿ, òàê êàê N ⊆ E [⊥], âåêòîð

ê ëåæèò â N[⊥] :

ê ∈ Is E [⊥] ⊆ E [⊥][⊥] ⊆ N[⊥].

Òàêèì îáðàçîì, 0 6= ê ∈ N ∩ N[⊥]. Íî ëèíåàë N− (êîíå÷íîìåðíûé) êàíîíè÷åñêèé,

ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåííûé. Òàêèì îáðàçîì, (8) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

(1) ⇒ (a). Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {e′i}i∈1,m èç E ′
, ÷òî

g =
∑

i∈1,m

γie
′
i (m ∈ N) äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ÷èñåë {γi}i∈1,m . Òîãäà, êàê íåòðóäíî

âèäåòü,
⋂

i∈1,m

Ne
′
i
⊆ Ng, îòêóäà Ng ⊆

⋃
i∈1,m

Ne
′
i
, ñëåäîâàòåëüíî ,

|Ng| 6
∑

i∈1,m

|Ne
′
i
| 6 m. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî

ñîîòíîøåíèÿ: Ne
′
i
=

{
{e′i}, e

′
i ∈ E

∅, e
′
i 6∈ E

.

(2)⇒(1). Â ñëó÷àå åñëè ìíîæåñòâî Ng ïóñòî

(ò.å. êîãäà âåêòîð g îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì ñèñòåìû E), è âåêòîð g íå ÿâëÿ-

åòñÿ íåéòðàëüíûì, òðèâèàëüíî ïîëàãàåì E ′
:= E

⋃
{g}.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî Ng íåïóñòî, è Ng = {ei}i∈1,n, n ∈ N. Ïîëîæèì

y := g −
∑

i∈1,m

[g,ei]
[ei,ei]

ei. Òîãäà, î÷åâèäíî, y ∈ N [⊥]
g è y ∈ (E\Ng)

[⊥], à, ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ E [⊥]. Çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

I. y íå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì. Òîãäà ïîëàãàåì E ′
:= E

⋃
{y}, è (7), î÷åâèäíî, âû-

ïîëíÿåòñÿ.

II. y − íåéòðàëüíûé âåêòîð. Òàêà êàê

y ∈ Lin(E ∪ {y}) = Lin(E ∪ {g}), (9)

òî â ñèëó óñëîâèÿ (b) òåîðåìû y 6∈ Is E [⊥]. Ïðèìåíÿÿ ëåììó ?? ê âåêòîðó y è ïðî-

ñòðàíñòâó Y := E [⊥], ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó

{e1, e2} ⊆ E [⊥], (10)

÷òî

y ∈ Lin{e1, e2}. (11)

Îïðåäåëèì

E ′
:= E ∪ {e1, e2}.

Èç (9), (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî E ′− îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

âêëþ÷åíèå (7).

Åñëè æå ìíîæåñòâîNg ïóñòî, òî è âåêòîð g íåéòðàëåí, òî ïîëàãàåì y := g è ñòðîèì

ñèñòåìó E ′
àíàëîãè÷íî ïóíêòó II. �
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü G− ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â íåâûðîæäåííîì ÏÂÏ X. Ñó-

ùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà E â X, ïîãëîùàþùàÿ G :

LinG ⊆ Lin E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 2 ïðèìåíåíè-

åì èíäóêöèè. �

3.2. Î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè âûðîæäåííûõ ÏÂÏ..

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü

X = X1 u IsX, (12)

X1− íåâûðîæäåíî; τ 0
X1
− ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì

[·, ·]X1− ñëóæåíèåì [·, ·]X íà X1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ X1

Closτ0
X1

M ⊆ Closτ0
X
M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Closτ0
X1

M. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåòü {xα}α∈A èç M, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê x : τ 0
X1
· lim

α∈A
xα = x, ò.å äëÿ ëþáîãî y ∈ X1 lim

α∈A
[xα, y]

X1

= [x, y]X1
. Ïðè ýòîì,

î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî z ∈ IsX

lim
α∈A

[xα, y + z]X = lim
α∈A

[xα, y]X1 = [x, y]X1 = [x, y + z]X

è, ñîãëàñíî (12), ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî τ 0
X · lim

α∈A
xα = x, ò.å. x ∈ Closτ0

X
M. �

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü X ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó (12) ïðåäëîæåíèÿ 15. Òîãäà

(a): Closτ0
X
X1 = X;

(b): τ.dimX1 = τ.dimX.

(c): Åñëè ëèíåàë L ⊆ X1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: X1 ∩ L[⊥] = 0, òî Closτ0
X1

L = X1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4 ïðåäëîæåíèÿ 6, ðàçëîæåíèÿ (12)

è îïðåäåëåíèÿ èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò öåïî÷êà:

X[⊥] = (X1 u IsX)[⊥] = X
[⊥]
1 ∩ (IsX)[⊥] = X

[⊥]
1 ∩ X = X

[⊥]
1 ,

îòêóäà

Closτ0
X
X1 = X

[⊥][⊥]
1 = X[⊥][⊥] = X.

(b) Ñëåäóåò èç (a).

(c) Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3 ïðåäëîæåíèÿ 6. �

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü X ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó (12) ïðåäëîæåíèÿ 15. Òîãäà

X òîïîëîãè÷åñêè ðàçëîæèìî îäíîâðåìåííî ñ X1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L− êàíîíè÷åñêèé ëèíåàë, ïëîòíûé â X1 : Closτ0
X1

L = X1.

Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèé 15 è 16:

X = Closτ0
X
X1 = Closτ0

X
Closτ0

X1
L ⊆ Closτ0

X
Closτ0

X
L = Closτ0

X
L.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, L ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ëèíåàëîì è â X.

Îáðàòíî, ïóñòü L
′− êàíîíè÷åñêèé ëèíåàë, τ 0

X-ïëîòíûé â X. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî X1
′

: L
′ ⊆ X

′
1, X = X

′
1 u IsX, è òàêîé óíèòàðíûé îïå-

ðàòîð U â X, ÷òî UX
′
1 = X1. Ïîëîæèì L = UL

′
. Î÷åâèäíî, L− êàíîíè÷åñêèé

ëèíåàë â X1. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ïðåäëîæåíèÿ 6, X
′
1 ∩ (L

′
)[⊥] = {0}, ïîýòîìó

X1 ∩ L[⊥] = UX
′
1 ∩ U(L

′
)[⊥] = U(X

′
1 ∩ (L

′
)[⊥]) = {0}. Ïðèìåíÿÿ (ñ) ïðåäëîæåíèÿ 16,

ïîëó÷èì: Closτ0
X1

L = X1. �

3.3. Î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè ñåïàðàáåëüíûõ ÏÂÏ.. Ñëåäñòâèåì
ïðåäëîæåíèé 16, 17 è òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X− ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (âûðîæäåííîå èëè íåâûðîæ-

äåííîå). Òîãäà X òîïîëîãè÷åñêè ðàçëîæèìî.

3.4. Î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè íåñåïàðàáåëüíûõ ÏÂÏ.. Ïóñòü ζ > 0−
íåêîòîðûé îðäèíàë, è {Xλ}λ∈[0,ζ)− òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðî-

ñòðàíñòâ ÏÂÏ X. Ðàññìîòðèì òðàíñôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ

{Gλ}λ∈[0,ζ), îáðàçîâàííóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xλ}λ∈[0,ζ) ïðè ïîìîùè òðàíñôè-

íèòíîé èíäóêöèè:

G0 := X0;

Gν := Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Gλ

)
[+]Xν ∩

⋂
λ∈[0,ν)

G
[⊥]
λ

)
, ν ∈ (0, ζ).

(13)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Gλ}λ∈[0,ζ), îáðàçîâà-

íà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xλ}λ∈[0,ζ) ïî ñõåìå (13), ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Xλ}λ∈[0,ζ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

Xν ⊆
⋂

λ∈[0,ν)

X
[⊥]
λ , ν ∈ (0, ζ). (14)

Òîãäà

Gν = Clos Lim
( ⋃

λ∈[0,ν]

Xλ

)
, ν ∈ (0, ζ). (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ. Äëÿ ν = 0 ðàâåíñòâî (15)

òðèâèàëüíî. Ïóñòü ν ∈ (0, ζ), è (15) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ λ ∈ (0, ν). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
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óñëîâèå (14) è ïðåäëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷èì:

Gν = Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Gλ

)
[+] Xν ∩

⋂
λ∈[0,ν)

G
[⊥]
λ

)
=

= Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Clos Lin
( ⋃

ϕ∈[0,λ]

Xϕ

))
[+]

[+] Xν ∩
⋂

λ∈[0,ν)

⋂
ϕ∈[0,λ]

X[⊥]
ϕ

)
=

= Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Xλ

)
[+] Xν ∩

⋂
λ∈[0,ν)

X
[⊥]
λ

)
= Clos Lin

( ⋃
λ∈[0,ν]

Xλ

)
. �

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Xλ}λ∈[0,ζ)

ÏÂÏ X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ {Nλ}λ∈[0,ζ) ïðîñòðàíñòâà X áóäåì íàçûâàòü

ïðîèçâîäíîé îò {Xλ}λ∈[0,ζ), åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ óäîâëåòâîðÿåò ñî-

îòíîøåíèÿì:

N0 ⊆ X0;

Nν ⊆ Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Nλ

)
[+] Xν ∩

⋂
λ∈[0,ν)

N
[⊥]
λ

)
, ν ∈ (0, ζ)

(16)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ {Nλ}λ∈[0,ζ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé

îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xλ}λ∈[0,ζ), ïðè÷¼ì òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êàæäîãî

èç ïîäïðîñòðàíñòâ Xλ, λ ∈ [0, ζ), íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì {Eλ}λ∈[0,ζ) ÷òî

Nλ ⊆ Clos Lin Eλ, λ ∈ [0, ζ). (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Eλ}λ∈[0,ζ) ïðîâåä¼ì ïðè ïîìî-

ùè òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Ïóñòü E0− òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â X0, ÷òî

N0 ⊆ Clos Lin E0 (íàïðèìåð, E0− ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â X0). Ïóñòü

ν ∈ (0, ζ), è óæå ïîñòðîåíà íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

{Eλ}λ∈[0,ν), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (17) äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, ν.) Ïîñòðîèì ñèñòåìó

Eν . Ïóñòü Êν− íåêîòîðàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â Xν , òàêàÿ, ÷òî

Xν ∩
⋂

λ∈[0,ν)

N
[⊥]
λ ⊆ Clos Lin Êν .

Ïîëîæèì

Eν :=
⋃

λ∈[0,ν)

Eλ ∪ Êν . (18)
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Òîãäà, î÷åâèäíî, Eλ ⊆ Eν äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, ν], è ïî èäóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ,

Nν ⊆ Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Nλ

)
[+] Xν ∩

⋂
λ∈[0,ν)

N
[⊥]
λ

)
⊆

⊆ Clos

(
Lin
( ⋃

λ∈[0,ν)

Clos Lin Eλ

)
[+]Clos Lin Êν

)
=

= Clos Lin

( ⋃
λ∈[0,ν)

Eλ ∪ Êν

)
= Clos Lin Eν . �

Òåîðåìà 7. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(a): Ïðîñòðàíñòâî X òîïîëîãè÷åñêè ðàçëîæèìî.

(b): Äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà ζ, cardζ 6 τ.dimX, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Xλ}λ∈[0,ζ) íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé

Äîêàçàòåëüñòâî. . (a) ⇒ (b). Ïóñòü G = {gλ}λ∈[0,ζ) - ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà,

ãäå ζ - íåêîòîðûé îðäèíàë: cardζ = τ. dim X. Ïîëîæèì Xλ := Lin{gλ}, λ ∈ [0, ζ).

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

{Xλ}λ∈[0,ζ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (14) . Îáðàçóåì ïî íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîäïðîñòðàíñòâ {ðλ}λ∈[0,ζ) ñîãëàñíî ñõåìå (13) . Òîãäà, â ñèëó ðàâåíñòâ (15) òåîðå-

ìû (5)

ClosLin

 ⋃
ν∈[0,ζ)

Gν

 = ClosLin

 ⋃
ν∈[0,ζ)

⋃
λ∈[0,ν]

Xλ

 =

= ClosLin

 ⋃
λ∈[0,ζ)

Xλ

 = ClosLinG = X.

Òàêèì îáðàçîì, {Gλ}λ∈[0,ζ) - ïðîèçâîäíàÿ îò {Xλ}λ∈[0,ζ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîäïðî-

ñòðàíñòâ), ïîëíàÿ â X.

(b) ⇒ (a).Ïóñòü {Xλ}λ∈[0,ζ) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ â X íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, è {Nλ}λ∈[0,ζ) - íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ â X ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ, ïðîèçâîäíàÿ îò {Xλ}λ∈[0,ζ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì {Eλ}λ∈[0,ζ), ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ (17) . Ïîëîæèì E :=
⋃

λ∈[0,ζ)

Eλ. Òàê êàê {Eλ}λ∈[0,ζ) � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, òî E - îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Ñèñòåìà E ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â X:

X = ClosLin

 ⋃
λ∈[0,ν)

Nλ

 ⊆

⊆ ClosLin

 ⋃
λ∈[0,ν)

ClosLinEλ

 = ClosLinE .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü X - áàíàõîâî ÏÂÏ ñ äîïóñòèìîé ìàæîðàíòîé. Òîãäà ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a): : X òîïîëîãè÷åñêè ðàçëîæèìî.

(b): : Äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà ζ, cardζ 6 τ. dim X, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëíàÿ

â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ {Nλ}λ∈[0,ζ), ÷òî dim Nλ 6 ℵ0, λ ∈ [0, ζ), è

Nν ⊆ Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ν)

Nλ

 [+]
⋂

λ∈[0,ν)

N
[⊥]
λ

 , ν ∈ (0, ζ) (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) ⇒ (b). Ïóñòü G = {gλ}λ∈[0,ζ) - ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â

ïðîñòðàíñòâåX, ãäå ζ - íåêîòîðûé îðäèíàë: cardζ = τ. dim X. Ïîëîæèì Nλ := Lin{gλ},
λ ∈ [0, ζ). Òàê êàê ñèñòåìà G - îðòîãîíàëüíà, òî Nν ⊆

⋂
λ∈[0,ν)

N
[⊥]
λ , ν ∈ (0, ζ), è, î÷åâèä-

íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Nλ}λ∈[0,ζ) óäîâëåòâîðÿåò (19) .

(b) ⇒ (a). Ïîñòðîèì, ïðèìåíÿÿ òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Xλ}λ∈[0,ζ) ïðîñòðàíñòâà X, ïðîèçâîäíîé îò êîòîðîé ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàëîâ {Nλ}λ∈[0,ζ). Ïîëîæèì X0 := ClosN0. Ïóñòü

ξ ∈ (0, ζ), è óæå ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ

{Xν}ν∈[0,ξ)Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (19) äëÿ êàæäîãî ν ∈ (0, ξ). Ïîñòðîèì ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Xξ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð

y ∈ Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]
⋂

λ∈[0,ξ)

N
[⊥]
λ

 . (20)

Â ñèëó ìåòðèçóåìîñòè ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåê-

òîðîâ: {νn}n∈N èç Lin(
⋃

λ∈[0,ξ)

Nλ) è {ωn}n∈N èç
⋂

λ∈[0,ξ)

N
[⊥]
λ , ÷òî y = τ. lim

n∈N
(νn + ωn). Òåì
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ñàìûì, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå F , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó y èç (20) òà-

êîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî F (y) èç
⋂

λ∈[0,ξ)

N
[⊥]
λ , ÷òî

y ∈ Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]F (y)

 (21)

(îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå ðàññóæäåíèÿ òðåáóþò èñïîëüçîâàíèå àêñèîìû âûáîðà).

Ïóñòü Yξ - íåêîòîðîå (íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî, ïîëíîå â Clos Yξ. Ïîëîæèì

Xξ := ClosLin

( ⋃
y∈Yξ

F (y)

)
. Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó (20) , îïðåäåëåíèÿYξ

è ïðåäëîæåíèÿ èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî (19) . Òàê êàê |Yξ| 6 ℵ0 è |F (y)| 6 ℵ0, y ∈ Yζ ,

òî |
⋃

y∈Yξ

F (y)| 6 ℵ0; ñëåäîâàòåëüíî, τ. dim Xξ 6 ℵ0. Äàëåå, èñïîëüçóÿ (21) , îïðåäåëèì

Xξ, èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå è ýëåìåíòàðíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå è òîïî-

ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó:

Yξ = ClosLinYξ = ClosLin

 ⋃
y∈Yξ

{y}

 ⊆

⊆ ClosLin

 ⋃
y∈Yξ

Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]F (y)

 ⊆

⊆ Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]ClosLin

 ⋃
y∈Yξ

F (y)

 =

= Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]Xξ

 =

= Clos

Lin

 ⋃
λ∈[0,ξ)

Nλ

 [+]Xξ ∩
⋂

λ∈[0,ξ)

N
[⊥]
λ

 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ {Xλ}λ∈[0,ζ) íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, è ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëè-

íåàëîâ {Nλ}λ∈[0,ζ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xλ}λ∈[0,ζ). Ñîãëàñíî

òåîðåìå 7 ïðîñòðàíñòâî X òîïîëîãè÷åñêè ðàçðåøèìî.
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4. Íåîðòîðàñøèðÿåìûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïðåäëîæåíèå 18. Ïóñòü X1 - íåîðòîðàñøèðÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ÏÂÏ X. Òîãäà

(a): Åñëè X
[⊥]
1 ⊂ X1, òî X1 íå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì.

(b): Ïîäïðîñòðàíñòâî X
[⊥]
1 - íåéòðàëüíî.

(c): Ëþáîé íåéòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà X
[⊥]
1 ëåæèò â X1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a)Äîïóñòèì, X1 - íåéòðàëüíî. Òîãäà X1 ⊆ X
[⊥]
1 ⊆ X1 ò.å.X1 = X

[⊥]
1 .

(b) Ïóñòü Y := X
[⊥]
1 .Òîãäà Y = X

[⊥]
1 ⊆ X1 = X

[⊥]
1 = Y[⊥].

(c) Ïóñòü X
[⊥]
1 ⊆ Y, ãäå Y - íåéòðàëüíî. Òîãäà

Y ⊆ Y[⊥] ⊆ X[⊥] = X1.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáîå íåîðòîðàñøèðÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå íåéòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ï.(b) ïðåäëîæåíèÿ 18 è óòâåðæäåíèÿ 1 ïðåäëîæåíèÿ 7.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(a): Ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íåîðòîðàñøèðÿåìîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ñàìî ÿâëÿåòñÿ íåîðòîðàñøèðÿåìûì.

(b): Åñëè {Xi}i∈I - òàêîå ñåìåéñòâî íåîðòîðàñøèðÿåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÏÂÏ X,

÷òî
⋂
i∈I

Xi ⊆ IsX, òî

ClosLin
⋃
i∈I

Xi = X. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü X1 - íåîðòîðàñøèðÿåìî, è X1 ⊆ Y. Òîãäà

Y[⊥] ⊆ X
[⊥]
1 ⊆ X1 ⊆ Y.

(b) Ïî óòâåðæäåíèþ 4 ïðåäëîæåíèÿ 6(⋃
i∈I

Xi

)[⊥]

=
⋂
i∈I

X
[⊥]
i ⊆

⋂
i∈I

Xi ⊆ IsX,

îòêóäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ, è ñëåäóåò (22) . �

Òåîðåìà 9. Ïóñòü X - áåñêîíå÷íîìåðíîå ÏÂÏ, ð - ïîäïðîñòðàíñòâî â X , ïðè÷åì

τ. dim G < τ. dim X (23)

Òîãäà

G[⊥]G 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) G - êîíå÷íîìåðíî. Ïóñòü n = dim G è G = {gi}i∈1,n - áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà G. Ïóñòü Q = {gi}i∈1,n, m > n, - íåêîòîðàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñè-

ñòåìà, òàêàÿ, ÷òî, LinQ
⋂

LinG = {0} (ñóùåñòâóþùàÿ â ñèëó áåñêîíå÷íîìåðíîñòè X).

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005



Î ðàçìåðíîñòè ëèíåàëîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ . . . 97

Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ LinQ \ {0}, îðòîãîíàëüíûé êàæ-

äîìó èç gi, i ∈ 1, n; äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîé ñèñòåìû èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè, n < m, â êîòîðîé

ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà[g1, q1] . . . [g1, qm

. . . . . . . . .

[gn, q1] . . . [gn, qm]

 .

(b) G - áåñêîíå÷íîìåðíî. Ïóñòü G = {gα}α∈A - ïîëíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà

â ð , è Q = {qβ}β∈B - òàêàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñìåòà â X, ÷òî

X = G u LinQ (24)

(ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû èçâåñòíûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû

Öîðíà.)

Ïóñòü a :=| A | , b :=| B |. Èç (23) è (24) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

a < b (25)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà a ≥ b ñëåäîâàëî áû, â ñèëó (24) ,

íåðàâåíñòâî

τ. dim X ≤ 2a = a = τ. dim G,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (23) òåîðåìû. Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå

Φ : LinQ → CA:

(Φ(x))(α) := [gα, x], α ∈ A, x ∈ LinQ.

Òîãäà (ñì. ïðåäëîæåíèå 4):

|LinQ| = |CPfin(B)| = c|Pfin(B)| = c|B| = cb = 2b;

Ïðè ýòîì |CA| = ca = 2a. Èç (25) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

2a < 2b. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Φíå ìîæåò áûòü èíúåêòèâíûì, è ñóùåñòâóþò òàêèå

x1, x2 ∈ LinQ, x1 6= x2, ÷òî Φ(x1) = Φ(x2), ò.å. äëÿ ëþáîãî α ∈ A [gα, x1] = [gα, x2],

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x1 − x2 ∈ G[⊥]; ïðè ýòîì x1 − x2 ∈ LinQ\{0}, òàêèì îáðàçîì,

x1 − x2 ∈ G[⊥]\G.

Ñëåäñòâèå 3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåîðòîðàñøèðÿåìîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ÏÂÏ ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ âñå-

ãî ïðîñòðàíñòâà

Ñëåäñòâèå 4. Ìîùíîñòü ëþáîé ìàêñèìàëüíîé îòðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ÏÂÏ X ðàâíà τ.dimX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 10 è òåîðåìû 9.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ÏÂÏ ñëåäñòâèÿ 3, 4 íå âåðíû.
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5. Êîììåíòàðèé

Ïðåäëîæåíèå 3 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì (ñì., íàïðèìåð, [11, ï. 1.1.1]). Ïðåäëîæå-

íèå 4 ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç óòâåðæäåíèé (a) cℵ0 = 2ℵ0 = ℵ0 è (b) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë a è b òàêèõ, ÷òî 1 < a 6 b, b > ℵ0 2b = ab. Óòâåðæäåíèÿ (a) è

(b) íå íàéäåíû íàìè â êíèãàõ Í. Áóðáàêè [2] è Ê. Êóðàòîâñêîãî, À. Ìîñòîâñêîãî [6],

íî ñîäåðæàòüñÿ, íàïðèìåð â çàäà÷íèêå [7] (ñì. [7, óïð. I.6.15], [7, óïð. I.6.21] ñîîò-

âåòñòâåííî). Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (b) òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ

àêñèîìû âûáîðà (ñì. [6, �VIII.6], [7, ñ. 179, 180]).

×òî êàñàåòñÿ ïðåäëîæåíèÿ 5, òî îíî â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ìíî-

æåñòâ îáíàðóæåíî íàìè íå áûëî. Ýòî ïðåäëîæåíèå èíòåðåñíî òåì, ÷òî îíî ëåãêî

ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç îáîáùåííîé ãèïîòåçû êîíòèíóóìà, ãëàñÿùåé î òîì, ÷òî

èåðàðõèÿ àëåôîâ è ñòåïåííàÿ èåðàðõèÿ ñîâïàäàþò; èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî êàð-

äèíàëüíîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë ìåæäó n è 2n (ñì. [6, �IX.6]).

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì äëÿ íåêîòîðûõ êàðäèíàëîâ a, b a < b, íî 2b = 2b. Òî-

ãäà a < b < 2b = 2a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáîáù¼ííîé ãèïîòåçå êîíòèíóóìà. Âûâåñòè

îáîáù¼ííóþ ãèïîòåçó êîíòèíóóìà èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 5 íàì íå óäà¼òñÿ,

è ¾ñèëà¿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàì îñòàåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïðåäëîæåíèå 5 ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà áàçèñîâ Ãàìåëÿ (â ÷àñòíîñòè, ðàâíîìîùíîñòü âñåõ áàçèñîâ

Ãàìåëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð,

â [5].

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ îáùåïðè-

íÿòûì. Â òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ áîëåå óïîòðåáèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé

ÿâëÿåòñÿ âåñ, îïðåäåëÿåìûé êàê íàèìåíüøàÿ ìîùíîñòü âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà

(ñì., íàïðèìåð, [4]). Â ñëó÷àå (ëèíåéíî) áåñêîíå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ýòè ïîíÿòèÿ (âåñ è òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü) ñîâïàäàþò. Îäíàêî ââåä¼ííîå íà-

çâàíèå ïîêàçàëîñü íàì óäîáíûì ïðè ðàáîòå ñ îðòîãîíàëüíûìè ñèñòåìàìè.

Ñâîéñòâà ñëàáîé òîïîëîãèè îïèñàíû â [14, Ch. III] è [3]. Òåðìèíû ¾ñëàáàÿ òîïî-

ëîãèÿ¿, ¾äîïóñòèìàÿ òîïîëîãèÿ¿, ¾÷àñòè÷íàÿ ìàæîðàíòà¿ ÿâëÿþòñÿ áóêâàëüíûì ïå-

ðåâîäîì òåðìèíîâ ¾weak topology¿, ¾admissible topology¿, ¾partial majorant¿ èç [14]

(ñì. òàêæå [17, 18]). Â ðàáîòå [3] ÷àñòè÷íàÿ ìàæîðàíòà íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíÿþùåé

òîïîëîãèåé, à äîïóñòèìàÿ òîïîëîãèÿ � ñîãëàñóþùåéñÿ (ñ ìåòðèêîé). Ïåðâûå òðè

óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 6 åñòü ñîîòâåòñòâåííî [14, Th. III.5.1], [14, Th. III.6.1], [14,

Th. III.6.4]. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à

âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïðèìåíåíèåì âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ñì. òàêæå

óòâåðæäåíèÿ [1, I.7.2◦] � [1, I.7.4◦].

Óòâåðæäåíèÿ, âõîäÿùèå â ïåðâóþ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ 7, ñ òîé èëè èíîé ñòåïå-

íüþ ïîäðîáíîñòè îáñóæäàþòñÿ â [1, 14]. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè (òàêæå, êàê è

ïåðâîé) ýëåìåíòàðíî.
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Äîñòàòî÷íî ïîëíîå èññëåäîâàíèå îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì â G�ïðîñòðàíñòâàõ ïðî-

âåäåíî â ðàáîòàõ [9, 10]. Â ÷àñòíîñòè, â [10] ïðèâîäèòñÿ ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè

äëÿ G�îðòîíîðìèðîíàííûõ ñèñòåì ([10, 1.1◦]). Ñì. òàêæå [1, I.10.6◦]. Ïðåäëîæåíèå 9

ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì îáîáùåíèåì ðàññóæäåíèé èç óêàçàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2 ñëóæàò îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ôàêòà îá îðòîãîíàëèçóåìî-

ñòè ïðîèçâîëüíîé ñ÷¼òíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà ([15]), òàê êàê ïîñëåä-

íåå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì ìàêñèìàëüíîñòè

(ñì. [1, � I.9]).

Òåîðåìû 2, 3 ÿâëÿþòñÿ (ñèëüíî) ðàçâ¼ðíóòûì âàðèàíòîì òåîðåìû [14, Th. IV.3.2].

Îáúÿñíèì, â ÷¼ì ñîñòîèò öåëü òàêîé ¾ðàçâ¼ðòêè¿. Òåîðåìà 2 (¾èçâëå÷¼ííàÿ¿ èç ðàñ-

ñóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû [14, Th. IV.3.2] è îáîáù¼ííàÿ äî êðèòåðèÿ),

íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, êàêèå òðóäíîñòè âñòàþò â ñëó÷àå, êîãäà îðòîãîíàëèçóåòñÿ ïðè

ïîìîùè ¾ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîãëîùåíèé¿ íåñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ (óñëîâèå (a)

óòâåðæäåíèÿ 2). Ñàìà òåîðåìà [14, Th. IV.3.2] (îíà æå òåîðåìà 3) ñòàíîâèòñÿ ïðîñòûì

ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.

Â ïîäðàçäåëå 3.2 èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçëîæèìîñòè ñåïàðà-

áåëüíûõ íåâûðîæäåííûõ ÏÂÏ (ñì. [14, � IV.3]) îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé âûðîæäåííûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ýòî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ çàòåì â ïîäðàçäåëå 3.4.

×òî êàñàåòñÿ ïîäðàçäåëà 3.4, òî, êàê ïîêàçûâàþò íåêîòîðûå ïîñëåäíèå ðàáîòû ïî

òîïîëîãèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [12, 13, 20]), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâà-

íèå ñòðóêòóðû íóëåé ñèììåòðè÷åñêèõ (â îñîáåííîñòè, êâàäðàòè÷íûõ) ïîëèíîìîâ â

(íåñåïàðàáåëüíûõ) áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ãðóáî ãîâîðÿ, ñèììåòðè÷åñêèå ïîëè-

íîìû � ýòî ñóììû ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì, â êîòîðûõ îòîæäåñòâëåíû

âñå ïåðåìåííûå). Åñëè ïîëèíîì êâàäðàòè÷íûé, òî ýòî íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ èññëåäîâà-

íèåì ìíîæåñòâà íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóòîðà-

ëèíåéíîé ôîðìû (â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ); ïðè ýòîì ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò

ñóùåñòâîâàíèå ïîëíûõ îðòîãîíàëüíûõ (îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîé ôîðìû, ïîðîæäà-

þùåé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë) ñèñòåì [13]. Â ðàáîòå [13] ïðèâåäåíî îäíî äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû, îäíàêî

ìû çäåñü íå èññëåäóåì ñâÿçü ýòîãî ó÷ëîâèÿ ñ óñëîâèåì (b) òåîðåìû 8, ïðåäïîëàãàÿ

ñäåëàòü ýòî â äàëüíåéøåì.

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåàëîâ ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì ìàêñèìàëüíîñòè ïîêàçàíà ðàç-

ðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî áàçèñà.

Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà íåîðòîðàñøèðÿåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóò-

ðåííèì ïðîèçâåäåíèåì è ïîêàçàíà èõ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì.

Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îðòîãîíàëèçóåìîñòè ïðîèçâîëüíîé

ñ÷¼òíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì
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â òåðìèíàõ ñòóïåí÷àòîé íåâûðîæäåííîñòè. Ïîëó÷åí êðèòåðèé îðòîãîíàëèçóåìîñòè

ñ÷¼òíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ìåòîäîì Ãðàìà � Øìèäòà â òåðìèíàõ ïîëíîé ñòóïåí÷àòîé

íåâûðîæäåííîñòè.

Äîêàçàíà ïîëåçíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé òåîðåìà îá îðòîãîíàëèçóåìîñòè, äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ êîòîðîé ïîääàþòñÿ îáîçðèìîé êîíñòðóêòèâíîé ïðîâåðêå.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â íåñåïàðàáåëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ (êàê ëèíåéíûõ, òàê è òîïîëîãè÷åñêèõ) â îáùèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé.
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