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Abstract
This paper is devoted to study constructive possibilities for application of irreducible representations

of complex algebras to the description of �nite dimensional irreducible representations of real algebras
on quaternionic modules.

Ââåäåíèå

Àíàëèç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé è ïóáëèêàöèé ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè

êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ àëãåáð íàä

êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè [1], [2], [3]. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ðàçâèòàÿ

òåîðèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõ àëãåáð íàä êîìïëåêñíûìè ëèíåé-

íûìè ïðîñòðàíñòâàìè (ñì.áèáë.â [4]). Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè

èñïîëüçîâàíèÿ èìåþùèõñÿ êîíñòðóêöèé äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ

àëãåáð íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè, òåì áîëåå, ÷òî òàêèå çàäà÷è óñïåøíî ðåøà-

þòñÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï [5]. Êðîìå òîãî, âåñüìà ñóùåñòâåííî, íàñêîëüêî

ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ òàêèõ àëãåáð ìû ïîëó÷àåì

ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè êîíñòðóêòèâíîãî

ïðèìåíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõ àëãåáð íàä êîìïëåêñíûìè

ïðîñòðàíñòâàìè äëÿ îïèñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ àëãåáð

íàä êîíå÷íîìåðíûìè êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè.

1. Ñâÿçü ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âåùåñòâåííîé

àëãåáðû è åå êîìïëåêñèêàöèè

Ïóñòü g - âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà, L(H) - âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòî-

ðîâ íàä êîíå÷íîìåðíûì êâàòåðíèîííûì ìîäóëåì H, π : g → L(H) � ïðåäñòàâëåíèå

ýòîé àëãåáðû íàä Í.

Ó÷èòûâàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïîíÿòèÿ ïîäìîäóëÿ â êâàòåðíèîííîì ìîäóëå H, îñòà-

íîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïîíÿòèè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííîé àëãåáðû

g íàä H.



68 È.È. Êàðïåíêî

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå π : g → L[H] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè íå

ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî ïðàâîãî êâàòåðíèîííîãî ïîäìîäóëÿ â H, èíâàðèàíòíîãî

îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ π(a), a ∈ g.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé êâàòåðíèîííûé ìîäóëü H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâûé

ìîäóëü HC íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(HC) àëãåáðó ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ íàä HC. Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïëåêñèôèêàöèþ gC äàííîé âåùåñòâåííîé

àëãåáðû g è ïðåäñòàâëåíèå πC : gC → L(HC), îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πC(a1 + a2i) = π(a1) + π(a2)Ri,

ãäå îïåðàòîð Ri ∈ L(HC) è çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì Rix = xi.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå π ïðèâîäèìî íàä ðåøåòêîé ïðàâûõ êâàòåð-

íèîííûõ ïîäìîäóëåé (H-ïîäìîäóëåé), òî ïðåäñòàâëåíèå πC ïðèâîäèìî íàä ðåøåòêîé

ïðàâûõ êîìïëåêñíûõ ïîäìîäóëåé (C-ïîäìîäóëåé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðàâûé H-ïîäìîäóëü H1 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ π. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ g âûïîëíÿåòñÿ òàêæå âêëþ÷åíèå π(a)HC
1 ⊆ HC

1 .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî RiH
C
1 ⊆ HC

1 . 2

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìîå íàä ðåøåòêîé ïðàâûõ H-ïîäìîäóëåé ïðåäñòàâëåíèå π.

Âûÿñíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü î ñòðóêòóðå ïðåäñòàâëåíèÿ πC.

Ïóñòü U 6= 0 � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé C-ïîäìîäóëü, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî

ïðåäñòàâëåíèÿ πC. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a = a1 + a2i è åãî èíâîëþòèâíîãî

îáðàçà ā = a1 − a2i èìååì

πC(a1 + a2i)x = π(a1)x + π(a2)Rix ∈ U, πC(a1 − a2i)x = π(a1)x− π(a2)Rix ∈ U

äëÿ âñåõ x ∈ U , îòêóäà π(a1)x ∈ U, π(a2)Rix ∈ U äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ g.

Ðàññìîòðèì ïðàâûé C-ïîäìîäóëü Uj = {xj|x ∈ U} è ïîêàæåì, ÷òî

îí òàêæå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ πC. Äåéñòâèòåëüíî,

πC(a1 + a2i)(xj) = π(a1)(xj) + π(a2)Ri(xj) = (π(a1)x− π(a2)Rix)j ∈ Uj.

Òîãäà ïîäìîäóëü U + Uj òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ πC. Ïðè÷åì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî U + Uj � óæå H-ïîäìîäóëü, ïîýòîìó ìû

ìîæåì ãîâîðèòü ïðî åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ π. Ñëåäîâà-

òåëüíî, U + Uj = H â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè π.

Òàê êàê C-ïîäìîäóëü U ∩Uj òàêæå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ πC,

òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(à) U ∩ Uj = U ; (b) U ∩ Uj = {0}.

Â ñëó÷àå (a) Uj = U , ò.å. U ÿâëÿåòñÿ H-ïîäìîäóëåì è, âñëåäñòâèå åãî èíâàðèàíòíî-

ñòè îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ π, U = H. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå

πC íåïðèâîäèìî.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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Â ñëó÷àå (b) ÍC = U+̇Uj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π1 è π2 íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ,

èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèåì πC íà ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ U è Uj ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåèçîìîðôíû. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ñëåäû ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëå-

íèé.

Ïóñòü e1, e2, . . . en � áàçèñ â C-ïîäìîäóëå U . Òîãäà âåêòîðû e1j , e2j , . . . enj îá-

ðàçóþò áàçèñ â C-ïîäìîäóëå Uj. Åñëè à = a1 + a2i ∈ gC, òî èç ïîëó÷åííûõ âûøå

ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî π1(s)ek =
∑n

t=1 etp
(s)
tk , ãäå p

(s)
tk ∈ C, s = 1, 2. Òîãäà â ñèëó

H-ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ π1(s) ïîëó÷èì:

π1(a)ek = π(a1)ek + π(a2)Riek =
n∑

t=1

et

(
p

(1)
tk + p

(2)
tk i

)
,

π2(a)(ekj) = π(a1)(ekj) + π(a2)Ri(ekj) =
n∑

t=1

etj
(
p

(1)
tk + p

(2)
tk i

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

trπ1(a) = trπ(a1) + trπ(a2)i, trπ2(a) = trπ(a1) + trπ(a2)i.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õîòÿ áû îäèí îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ π èìååò íåâåùåñòâåííûé

ñëåä, òî ïðåäñòàâëåíèÿ π1 è π2 íåèçîìîðôíû.

Ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè π1 è π2 ìîæíî óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñâÿçü.

Ââåäåì îïåðàòîð Rj , äåéñòâóþùèé èç C-ïîäìîäóëÿ U â C-ïîäìîäóëü Uj ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïðàâèëó: Rjx = xj.

Î÷åâèäíî, îïåðàòîð Rj ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ U è a = a1 + a2i ∈ gC

Rjπ1(a)x = (π(a1)x + π(a2)Rix)j = π(a1)(xj)− π(a2)Ri(xj) = π2(ā)Rjx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî a = a1 + a2i ∈ gC

Rjπ1(a) = π2(ā)Rj.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü π�íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííîé àëãåáðû g íàä

êîíå÷íîìåðíûì êâàòåðíèîííûì ìîäóëåì H. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîé

àëãåáðû gC ëèáî íåïðèâîäèìî, ëèáî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äâóõ íåïðèâîäè-

ìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ C-ïîäìîäóëåé:
ÍC = U+̇Uj, è èíäóöèðîâàííûå íà íèõ ïðåäñòàâëåíèÿ π1 è π2 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

Rjπ1(a) = π2(ā)Rj.

Åñëè óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ïåðâîìó ñëó÷àþ, ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1, òî óòâåð-

æäåíèå, îáðàòíîå âòîðîìó, òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî îáñóæäåíèÿ.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííîé àëãåáðû g íàä êîíå÷íîìåðíûì

êâàòåðíèîííûì ìîäóëåì H, è ïðåäñòàâëåíèå πC êîìïëåêñíîé àëãåáðû gC ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â ñóììó äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé òàê, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ C-ïîäìîäóëåé:
ÍC = U+̇Uj. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå π ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H-ïîäìîäóëü H1 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëå-

íèÿ π. Òîãäà C-ïîäìîäóëü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ πC. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç U1 = PUHC
1 , U2 = PUjH

C
1 , ãäå PU (ñîîòâåòñòâåííî PUj) � ïðîåêòîð

íà C-ïîäìîäóëü U (ñîîòâåòñòâåííî Uj) ïàðàëëåëüíî ïîäìîäóëþ Uj (ñîîòâåòñòâåí-

íî U). Ìåæäó C-ïîäìîäóëÿìè U1, U2 ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ ñâÿçü. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü h = u1 + u2j, u1, u2 ∈ U � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç HC
1 . Òîãäà

PUjh = u2j = Rju2 = Rj(−PU(hj)) = −RjPURjh, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî U2 = U1j.

Î÷åâèäíî, HC
1 = U1+̇U2.

C-ïîäìîäóëè U1, U2 òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ πC. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü õ ∈ HC
1 . Òîãäà x = x1+x2j, ãäå xi ∈ U1, (i = 1, 2), è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

à ∈ g πC(a)x = π(à)x1 +(π(a)x2)j. Êàê áûëî îòìå÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1,

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x1 èç C-ïîäìîäóëÿ U , èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ πC, òàêæå π(a)x1 ∈ U . Ñëåäîâàòåëüíî, π(à)x1 ∈ PUHC
1 . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà à = a1 + a2i ∈ gC, πC(a)x1 = π(a1)x1 + π(a2)(x1i) ∈ U1.

Òàê êàê C-ïîäìîäóëü U1 ⊆ U , òî â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè U âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ: (a) U1 = U ; (b) U1 = {0}. Â ñëó÷àå (a) U2 = Uj, HC
1 = H, â ñëó÷àå

(b) U2 = {0}, HC
1 = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå π íåïðèâîäèìî.2

2. Êîíñòðóêöèÿ íåïðèâîäèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

âåùåñòâåííûõ àëãåáð íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè

Ïóñòü gC � êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîé àëãåáðû g, è äëÿ gC èìååòñÿ îïèñà-

íèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì âîññòà-

íîâëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû g íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè.

Äëÿ êîíñòðóêöèè òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåì 1, 2.

Ïóñòü σ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû gC ñ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëå-

íèé X (çäåñü X � ïðàâûé êîìïëåêñíûé ìîäóëü).

Åñëè dim X = 2n + 1, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåê-

ñèôèêàöèþ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû g íàä êâàòåðíèîííûì

ìîäóëåì. Åñëè æå dim X = 2n, òî â X ñóùåñòâóåò àíòèèíâîëþöèÿ J , ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé ìîæíî çàäàòü â X ïðàâîå óìíîæåíèå íà êâàòåðíèîí q = q1 + q2j, q1, q2 ∈ C:

xq := xq1 + (Jx)q2 (1)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êâàòåðíèîííûé ìîäóëü H ðàçìåðíîñòè n, äëÿ êîòîðîãî

HC = X.
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Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ g âûïîëíÿåòñÿ σ(a)J = Jσ(a), (èëè â ìàòðè÷íîì

âèäå σ(a)J = Jσ(a)), òî êîìïëåêñíî ëèíåéíûå îïåðàòîðû σ(a) ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè-

÷åñêèìè îáðàçàìè êâàòåðíèîííî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, êàê áóäåò ïî-

êàçàíî äàëåå, â áàçèñå e1, e2, . . . en, Je1, Je2, . . . Jen ïðîñòðàíñòâà HC ìàòðèöà òàêîãî

îïåðàòîðà èìååò âèä

(
T −S
S T

)
, ãäå T ,S ∈ M(n, C). Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà σ(a)

íàä H èìååò âèä σ(a) = T + Sj ∈ M(n, H). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÿâíûé âèä

êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû g ðàçìåðíîñòè n. Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå

ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî H1 � íåòðèâèàëü-

íûé H-ïîäìîäóëü, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ σ àëãåáðû g, òî äëÿ

ëþáîãî a ∈ g òàêæå èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå σ(a)HC
1 ⊆ HC

1 . Òîãäà íåòðèâèàëüíûé C−
ïîäìîäóëü HC

1 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ σ(a1 + a2i) = σ(a1) + σ(a2)Ri

ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû gC . Ïðîòèâîðå÷èå.

Íåïðèâîäèìûå êâàòåðíèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû g ðàçìåðíîñòè n ìîæíî ïî-

ëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Ïóñòü òàêæå σ1 � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû

gC ñ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ X1 ðàçìåðíîñòè n. Ðàññìîòðèì âíåøíþþ ïðÿìóþ

ñóììó X = X1+̇X2, è ââåäåì â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå X èíâîëþöèþ J ñëóäó-

þùèì îáðàçîì. Ïóñòü e1, e2, . . . en� áàçèñ â X1, òîãäà 〈es, 0〉, 〈0, es〉, s = 1, 2, . . . n �

áàçèñ â X. Íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà X çàäàäèì îïåðàòîð J ðàâåíñòâàìè

J〈es, 0〉 = 〈0, es〉, J〈0, es〉 = −〈es, 0〉 (s = 1, 2, . . . n), à äàëåå ïðîäîëæèì åãî àíòèëèíåé-

íûì îáðàçîì. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (2) 〈0, es〉 = 〈es, 0〉j (s = 1, 2, . . . n), è

X = X1+̇X1j. Òàêèì îáðàçîì, X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàòåðíèîííûé ìîäóëü.

Êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Xj ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ σ2, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ2(a) := −Jσ1(a)J (∀a ∈ gC).

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå X ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå σ = σ1 + σ2. Òàê êàê

äëÿ ëþáîãî a ∈ g âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a = a, òî íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïî-

êàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Jσ(a) = σ(a)J . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ a ∈ g îïåðàòîðû

σ(a) ïðèíàäëåæàò àëãåáðå L[H], è îòîáðàæåíèå π : g → L[H], π(a) := σ(a) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííîé àëãåáðû g íàä êâàòåðíè-

îííûì ìîäóëåì H.

Ïðåäñòàâëåíèå π íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèâîäèìî.

Òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü îïèñàíèå íåïðè-

âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõ àëãåáð äëÿ êîíñòðóêèè âñåõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ àëãåáð íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè. Îäíàêî åñòü

âòîðîé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå êâàòåðíè-

îííîå ïðåäñòàâëåíèå, òî â ïåðâîì àëãîðèòìå ïðèñóòñòâóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ïðî-

áëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ àíòèèíâîëþöèè, êîììóòèðóþùåé ñî âñåìè îïåðàòîðàìè êîì-

ïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. È åñëè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü
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íåïîñðåäñòâåííî (çàäà÷à, âîîáùå ãîâîðÿ, àëãîðèòìèçèðóåìà), òî â îáùåì ñëó÷àå ýòîò

âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðàêòèêå ìû íå ìîæì óòâåðæäàòü,

÷òî ó íàñ èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ äàííîé âåùå-

ñòâåííîé àëãåáðû, ÷åì îñóùåñòâëÿòü ïðîöåññ åå êîìïëåêñèôèêàöèè è çàòåì êâàòåð-

íèîíèçàöèè ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè èìååò è òåîðåòè÷å-

ñêîå ïðèëîæåíèå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Áåðíñàéäà äëÿ

âåùåñòâåííîé àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä êâàòåðíèîííûì ìîäóëåì.

Êàê èçâåñòíî, âñÿêîå íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä êîìïëåêñ-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ïîðîæäàåò àñþ àëãåáðó îïåðàòîðîâ íàä ýòèì ïðîñòðàíñòâîì. Âû-

ÿñíèì, èìååò ëè ìåñòî òàêîå óòâåðæäåíèå äëÿ íåïðèâîäèìîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè.

Ïóñòü A1, A2, . . . As � íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ â

L[H], g = R〈A1, A2, . . . As〉 = {A1Rα1 + A2Rα2 + . . . + AsRαs |αt ∈ R, t = 1, . . . s}.Òîãäà,
î÷åâèäíî,

g(C) = C〈A1, A2, . . . As〉 = {A1Rα1 + A2Rα2 + . . . + AsRαs |αt ∈ C, t = 1, . . . s}.

(a)Ïóñòü A1, A2 . . . As ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûì ñåìåéñòâîì òàêæå è íàä íàä HC.

Òîãäà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà gC = L[HC].Òàê êàê L[HC] = L[H] + RiL[H], òî L[H]

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé àëãåáðû L[HC]. Äëÿ àëãåáðû g èìååì g ⊂ L[H] è

dimR g = dimC gC = dimR L[H], ïîýòîìó g = L[H].

(b) Ïóñòü A1, A2, . . . As ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì ñåìåéñòâîì íàä HC. Òîãäà ïî òåîðå-

ìå 1 HC = U u Uj. Òàê êàê ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ A1, A2, . . . As íåïðèâîäèìî íàä U

è Uj, òî gC = L[U ] u L[Uj], è, î÷åâèäíî, gC 6= L[HC]. Ñëåäîâàòåëüíî, g 6= L[H]. Òàêèì

îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, íåïðèâîäèìûõ íàä êîíå÷íîìåðíûì

êâàòåðíèîííûì ìîäóëåì H, ïîðîæäàåò âåùåñòâåííóþ àëãåáðó âñåõ ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ íàä ýòèì ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî æå ñåìåéñòâî îïåðà-

òîðîâ íåïðèâîäèìî íàä êîìïëåêñíûì ìîäóëåì HC.

3. Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè

Äëÿ òåõíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîíñòðóêöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

âåùåñòâåííûõ àëãåáð íàä êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè ïî èçâåñòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

êîïëåêñíîé àëãåáðû íåîáõîäèìî çíàòü, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ ìàòðèöû ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ íàä êâàòåðíèîííûìè è êîìïëåêñíûìè ìîäóëÿìè. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü H � êâàòåðíèîííûé ìîäóëü, A ∈ L[H]. Îïåðàòîðîð A, ðàññìàòðèâàåìûé

íàä ïðàâûì êîìïëåêñíûì ìîäóëåì (êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì) HC, íàçûâàåòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèì îáðàçîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ As. Î÷åâèäíî, ÷òî As ∈ L[H ].
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Â óñëîâèÿõ êîíå÷íîìåðíîñòè ìîäóëÿ H íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè îïåðàòîðîâ

A è As â ñîîòâåòñòâóþèõ ìîäóëÿõ.

Ïóñòü dim H = n, è âåêòîðû e1, e2, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ â ìîäóëå H. Òîãäà

âåêòîðû e1, e2, . . . , e1j, e2j, . . . , enj îáðàçóåò áàçèñ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå HC.

(Çàìåòèì, ÷òî dim HC= 2n). Â áàçèñå {e1}n
t=1 îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

A ∈ Mn(H), ïðè÷åì, A = B + Cj, ãäå B = ‖bst‖, C = ‖cst‖ ∈ Mn(C). Íàéäåì ìàòðèöó

îïåðàòîðà As â áàçèñå {et, etj}n
t=1. Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ,

Aet =
∑

es(bst + cstj) =
∑

esbst +
∑

esjcst;

A(etj) = (Aet)j =
∑

es(bst + cstj)j =
∑

es(−cst) +
∑

esjbst.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä:

As =

[
B −C
C B

]
∈ M2n(C). (2)

Ïóñòü òåïåðü A ∈ L[HC]. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé êîìïëåêñíî ëèíåéíûé îïåðàòîð

A ∈ L[HC] ïðåäñòàâèì â âèäå A = A0 + A1Ri, ãäå A0, A1 ∈ L[H], Rix := xi. Îòìåòèì,

÷òî îïåðàòîð Ri êîììóòèðóåò ñ ëþáûì êîìïëåêñíî ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè îïåðàòîðîâ A, A0, A1 íàä HC.

Â áàçèñå {et}n
t=1 îïåðàòîðó Ar ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà Ar ∈ Mn(H), (r = 0, 1), ïðè-

÷åì, Ar = Br + Crj, ãäå Br, Cr ∈ Mn(C). Íàéäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå

{et, etj}n
t=1. Î÷åâèäíî, A = As

1 +As
2i, è ñ ó÷åòîì ðàâåòñòâà (2) èñêîìàÿ ìàòðèöà èìå-

åò âèä :

A =

[
B0 + B1i −C0 − C1i

C′ + C∞i B′ + B∞i

]
∈ M2n(C).

Îáðàòíî, ïóñòü èçâåñòíà ìàòðèöà îïåðàòîðà A = A0 + A1Ri ∈ L[HC] â áàçèñå

{et, etj}n
t=1 :

(
T1 S1

S2 T2

)
. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû îïåðàòîðà A0, A1 ∈ L[H] âîññòàíàâ-

ëèâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì A0 = 1
2
(T1 + T 2)− 1

2
(S1 − S2),A1 = −i

2
(T1 − T 2) + i

2
(S1 + S2).

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå èçó÷åíà ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñèôèêàöèè

ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé àëãåáðû, ïîðîæäåííûõ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíè-

ÿìè äàííîé àëãåáðû. Äîêàçàíà òåîðåòè÷åñêèÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ (íå âñåãäà ïîëíàÿ)

âîçìîäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõ àëãåáð äëÿ

îïèñàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùå÷òâåííûõ àëãåáð íàä

êâàòåðíèîííûìè ìîäóëÿìè.
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