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Abstract
The problem of optimal strategy founding of the repair organization for the system that is described

bi the semi-Markov process is investigated. The statements about the optimal strategy existence are
proved, the optimal strategy structure is found.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îïòèìèçàöèè ðåìîíòíûõ ðàáîò ñ ïîìî-

ùüþ òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ìîäå-

ëåé íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ïîëóìàðêîâñêèìè ñèñòåìàìè â êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîñòîÿíèé è óïðàâ-

ëåíèé. Äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé òàêèå óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû â [1], è ìû áóäåì

îáðàùàòüñÿ ê íèì ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Íàøå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îãðàíè÷èâà-

åòñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ

ïðîöåññîâ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå åñòü íåêî-

òîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ýòîò ôàêò äåëàåò âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå äîâîëüíî

øèðîêîãî êëàññà ïðèëîæåíèé. Âïåðâûå â ðàññìîòðåíèå ïîëóìàðêîâñêèå ïðîöåññû

áûëè ââåäåíû è ïîäðîáíî èçó÷åíû Ï.Ëåâè [2] è Â.Ñìèòîì [3].

Óïðàâëÿåìûå ïîëóìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿíèé è

óïðàâëåíèé áûëè èçó÷åíû Ñ.Äåðìàíîì [4] è Â.Äæåâåëîì [5]. Ñëó÷àé ñàìûõ îá-

ùèõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé è óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàëèñü Ñ.Ðîññîì [6], Ë.Ã.Ãóáåíêî

è Ý.Ñ.Øòàòëàíäîì [7], Õ.Ãóî è Î.Õåðíàíäåç-Ëåðìà [8].

1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ïîëóìàðêîâñêèõ ñêà÷êîîá-

ðàçíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñî ñëó÷àéíûìè âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè, ýâîëþöèîíèðóþ-

ùåé â íåïðåðûâíîì âðåìåíè êàê ñëó÷àéíûé ñêà÷êîîáðàçíûé ïðîöåññ, êîòîðûé â ìî-

ìåíòû ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ äëÿ ëè-

öà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ (ËÏÐ). Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî)
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ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà X = (Xt : t ∈ R+), îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ñèñòåìû âî

âðåìåíè îáîçíà÷èì X, à ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé - A. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàê X, òàê è

A ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè, ïîëíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ çàäàííûìè

íà íèõ áîðåëåâñêèìè σ - àëãåáðàìè Ξ è A ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ïîñëå n-ãî ñêà÷êà â ìîìåíò Sn, n ∈ N, ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x ∈ X,

òî ËÏÐ ìîæåò ïðèíèìàòü ðåøåíèå Dn = a, a ∈ Ax ∈ A, ãäå Ax åñòü äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ñîñòîÿíèè x.

Îáîçíà÷èì

A : X → A, x→ Ax

îòîáðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå êàæäîå ñîñòîÿíèå ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ â ýòîì ñîñòî-

ÿíèè ðåøåíèé. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî [9], ÷òî ∆ = (x, a), x ∈ X, a ∈ Ax åñòü áîðåëåâñêîå

èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå X×A.

Ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ èç

îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåå, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ìåæäó ñìåæíûìè ïåðåõîäàìè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêà÷êîâ ïðîöåññà èìååò ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

P{B/xn, an} = P{Xn+1 ∈ B/X0 = x0, D0 = a0, τ0 6 t0, . . . , Xn = xn, Dn = an}

ãäå B ∈ Ξ, (xk, ak) ∈ ∆ ∈ (Ξ × A), à xk := XSk+ åñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò

Sk, ak - âûáðàííîå ðåøåíèå â ìîìåíò Sk è τk = Sk+1 − Sk

Ðàñïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñèñòåìà

íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x ∈ X, ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå a ∈ A, è ñëåäóþùèì ñîñòîÿíèåì

ÿâëÿåòñÿ y ∈ X (âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ P{·/x, a}), òîãäà ñëó÷àéíûé ïðîìåæóòîê

âðåìåíè τ â ñîñòîÿíèè x èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(·/x, a, y) = P (τ 6 ·/x, a, y).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè P (·/x, a) è Φ(·/x, a, y) èçìåðèìû íà ∆ è ∆ ×X ñîîò-

âåòñòâåííî.

Ñòðóêòóðà ñòîèìîñòè â óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå ñëåäóþùàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

r(s/x, a) îæèäàåìûé äîõîä çà îäèí ïðîìåæóòîê âðåìåíè, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ

â ñîñòîÿíèè x â íà÷àëå ïåðèîäà, ïðèíÿòî ðåøåíèå a ∈ Ax, è ïðîìåæóòîê âðåìåíè

â ñîñòîÿíèè x åñòü s ∈ R+. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî r(s/x, a) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

èçìåðèìîé ôóíêöèåé íà [0,∞]×∆.

Äîïóñòèìîé ñòðàòåãèåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðå-

õîäîâ δ = {π0, π1, . . . , πn} òàêèõ, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà πn(·/x0, a0, τ0, . . . , xn) íà

(A×A) ñêîíöåíòðèðîâàíà íà Axn (ïîäðîáíåå ñì. [1]).

Ñòðàòåãèÿ δ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé, åñëè

πn(·/x0, a0, τ0, . . . , xn) = πn(·/xn), n = 0, 1, 2, . . . Ñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñòðàòå-

ãèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé (ñîêðàùåííî: ñòàöèîíàðíîé äåòåðìèíèðîâàíîé),

åñëè ìåðà πn(·/xn) òî÷å÷íàÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé ÷åðåç R, à êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ìàð-

êîâñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé ÷åðåç R1.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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Ðàññìîòðèì ñðåäíþþ ñòîèìîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòè ñèñòåìû ïðè ñòðàòåãèè, îïèñàííîé âûøå. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

ϕδ(x) = limn→∞
Eδ

x

∑n
k=0 r(τk/xk, ak)

Eδ
x

∑n
k=0 τk

, (1)

ãäå Eδ
x - óñëîâíîå îæèäàíèå äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè x â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè 0 è èñïîëüçóþùåé ñòðàòåãèþ δ.

Ñòðàòåãèÿ δ∗ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè

ϕδ∗(x) = sup
δ∈<

ϕδ(x), x ∈ X

Îáîçíà÷èì îæèäàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â ñîñòîÿíèè x ïðè ðåøåíèè a

τ(x, a) =

∫
X

∞∫
0

tdΦ(t/x, a, y)P (dy/x, a),

è îæèäàåìóþ ñòîèìîñòü â ñîñòîÿíèè x ïðè ðåøåíèè a

r(x, a) =

∫
X

∞∫
0

r(t/x, a)dΦ(t/x, a, y)P (dy/x, a)

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò, è τ(x, a) è r(x, a) êîíå÷íû äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ (x, a) ∈ ∆, |r(x, a)| 6 K <∞.

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñêà÷êîâ P{·/x, a} è îæèäàíèé τ(x, a) è r(x, a). Ïîýòîìó (1) íå÷óâñòâèòåëü-
íà ê ñðåäíèì îòêëîíåíèÿì â ðàñïðåäåëåíèÿõ ïðîöåññà äî òåõ ïîð, ïîêà ýòè âåðîÿò-

íîñòè ïåðåõîäîâ è ñðåäíèå îæèäàíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Çàìå÷àíèå 2. Â íàøèõ ìîäåëÿõ ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå

Φ(t/x, a, y) =

{
1, t > τ(x, a),

0, t < τ(x, a),

r(t/x, a) =

{
r(x, a), t > τ(x, a),

0, t < τ(x, a).

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé X ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé A óïðàâëÿ-

åìîé ñèñòåìû, îïèñàííîé âûøå, ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè, è ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ:

1) 0 < l 6 τ(x, a) 6 L <∞, (x, a) ∈ ∆

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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2) ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà µ íà (X,Ξ) òàêàÿ, ÷òî µ(X) > 0 è

µ(B) 6 P{B/x, a}, (x, a) ∈ ∆, B ∈ Ξ;

3) îòîáðàæåíèå A, êîòîðîå ïðåîáðàçóåò ïðîèçâîëüíóþ x ∈ X â íåïóñòîå ìíî-

æåñòâî Ax ∈ A ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó;

4) ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P{·/x, a} ñëàáî íåïðåðûâíû íà (x, a);

5) ôóíêöèÿ r(x, a) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, è ôóíêöèÿ τ(x, a) íåïðåðûâíà íà

(x, a) ∈ ∆.

Òîãäà â êëàññå <1 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìàê-

ñèìàëüíîé ñòîèìîñòè

W =
1

L

∫
V (x)µ(dx),

ãäå V (x) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîñòè

V (x) = sup
a∈Ax

{
r(x, a) +

∫
V (y)P ′(dy/x, a)

}
,

ãäå

P ′(B/x, a) = P (B/x, a)− 1

L
µ(B)τ(x, a)

Âåëè÷èíà V (x) åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà íà B(X), áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà X ñ íîðìîé

‖u‖ = supx∈X |u(x)| è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ñèñòåìû. Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæè-

òåëÿ α < 1, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x ∈ X è ñòðàòåãèè δ îïðåäåëèì äèñêîíòíûé îáùèé

âûèãðûø íà áåñêîíå÷íîñòè

ψδ(x, a) = Eδ
x

∞∑
n=0

r(xn, an)exp

{
−α

∞∑
k=0

τ(xk, ak)

}
(2)

Òåîðåìà 2. ([7 ]) Ïóñòü X êîìïàêòíî, è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) τ(x, a) > ` > 0, (x, a) ∈ ∆;

2) A êîìïàêòíî èëè êîíå÷íî;

3) ôóíêöèè r(x, a) è τ(x, a) íåïðåðûâíû íà ∆;

4) ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü P (·/x, a) ñëàáî íåïðåðûâíà íà ∆.

Òîãäà â êëàññå R1 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ δα îòíîñèòåëüíî äèñ-

êîíòíîãî êðèòåðèÿ ñòîèìîñòè (2), ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíûé äîõîä

ψδα(x, α) = ψα(x), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ψα(x) = max
a∈A

{
e−ατ(x, a)

[
r(x, a) +

∫
ψα(y)P (dy/x, a)

]}
â ïðîñòðàíñòâå B(X).

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2005
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Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ

îïòèìàëüíîñòè äëÿ ϕ−êðèòåðèÿ è àïïðîêñèìèðîâàííîãî ψα−êðèòåðèÿ ïåðåõîäîì ê

ïðåäåëó α→ 0.

2. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ðåìîíòíûõ ðàáîò

Ïóñòü ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì íåâîçðàñòàþùèì

ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì {ξ(t), t > 0} ñî çíà÷åíèÿìè â [0,∞] è ïåðåõîäíûìè âåðîÿò-

íîñòÿìè P (x, t, B), x ∈ [0,∞], t > 0, B ∈ B+, áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì íà [0,∞].

Ñîñòîÿíèå {0} ñîîòâåòñòâóåò èñïðàâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû, à x > 0 õàðàêòåðèçóåò

íåêîòîðûé óðîâåíü íåïîëàäêè.

Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé

ñî ñòîèìîñòüþ çàòðàò r1 > 0. Ñòîèìîñòü ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè çàâèñèò îò ñîñòî-

ÿíèÿ ñèñòåìû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè â ñîñòîÿíèè x ðàâíà

r(x) > 0. Ôóíêöèÿ r(x) ìîíîòîííàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïîñëå êàæäîé ïðîâåðêè íåîáõîäèìî ïðè-

íèìàòü ðåøåíèå: èëè ìû íè÷åãî íå ïðåäïðèíèìàåì è îñóùåñòâëÿåì ñëåäóþùèé êîí-

òðîëü ÷åðåç âðåìÿ T (ýòî äåéñòâèå îáîçíà÷àåòñÿ aT ), èëè ïðîèçâîäèì ïîëíóþ çàìåíó,

êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ m > 0 åäèíèö âðåìåíè, à ñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ÷åðåç âðåìÿ T ïîñëå âîçîáíîâëåíèÿ ðàáîòû ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè {0} (ýòî äåéñòâèå

îáîçíà÷èì (a0, aT )).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèíà èíòåðâàëà âðåìåíè T ìåæäó ïðîâåðêàìè ïðèíàäëåæèò

íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Z ⊆ [T1, T2], 0 < T1 < T2, ãäå Z èëè êîíå÷íî èëè âåñü èíòåð-

âàë [T1, T2]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ðåìîíò äëèòñÿ m åäèíèö âðåìåíè è ðåìîíò

â åäèíèöó âðåìåíè ñòîèò r2 > 0. Ðåìîíò âêëþ÷àåò ñîáñòâåííóþ ñòîèìîñòü ðåìîí-

òà, à òàêæå ïîòåðè èç-çà íåèñïðàâíîñòè ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî

limx→∞ r(x) > r2.

Ââåäåì âåëè÷èíó c = min{x : x > 0, r(x) > r2}. Ñîñòîÿíèÿ x > c áóäåì íàçûâàòü

ñîñòîÿíèÿìè íåèñïðàâíîñòè ñèñòåìû. Åñëè â ìîìåíò ïðîâåðêè ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà

x > c, òî âñåãäà ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå (a0, aT ).

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ñâîäÿò íàøó ìîäåëü ê ïðîñòîé óïðàâëÿåìîé ïîëóìàðêîâñêîé

ìîäåëè ñ êðèòåðèåì (1), ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé X = [0, c], ïðîñòðàíñòâîì óïðàâ-

ëåíèé A = {aT , (a0, aT )}, Ax =

{
A, 0 6 x < c,

{(a0, aT )}, x = c,
è ñëåäóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

ïåðåõîäîâ

P (B/x, aT ) = P (x, T,B), x ∈ [0, c), B ∈ [0, c) ∩B+,

P{{c}/x, aT} = P (x, T, [c,∞)), x ∈ [0, c),

P{B/x, (a0, aT )} = P (0, T, B), x ∈ [0, c], B ∈ [0, c) ∩B+,

P{{c}/x, (a0, aT )} = P (0, T, [c,∞)), x ∈ [0, c).
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Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü P â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé èìååò ðàçëè÷íûé ñìûñë.

Îäíàêî ýòî íå äîëæíî ïðèâåñòè ê çàòðóäíåíèÿì.

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ(x, aT ) = T, x ∈ [0, c),

τ(x, (a0, aT )) = m+ T, x ∈ [0, c),

à ñðåäíÿÿ ïîëåçíàÿ ñòîèìîñòü çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

r(x, aT ) = −

r1 + Ex

T∫
0

r(ξ(t))dt

 , x ∈ [0, c),

r(x, (a0, aT )) = −

r1 + E0

T∫
0

r(ξ(t))dt+ r2m

 , x ∈ [0, c),

ãäå Ex óñëîâíîå îæèäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåðå ïðîöåññà ξ = (ξ(t) : t ∈ R+), ïðè

óñëîâèè ξ(0) = x. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P (x, T,B) ñëàáî

íåïðåðûâíû íà (x, t), P (0, T1, [c,∞)) = γ > 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè u íà [0,∞) ôóíêöèÿ

Ex(u(ξ(t))) íåïðåðûâíà ïî x è ïî t. Òîãäà äëÿ ìîäåëè, îïèñàííîé âûøå, ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ϕδ(õ) â êëàññå <1, äëÿ êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëü-

íîå çíà÷åíèå ñòîèìîñòè W = 1
T+m

∫
V (x)µ(dx), ãäå µ(·) � ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â

òî÷êå 0 ñ ìàññîé γ, è V (x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ îïòèìàëüíîñòè

V (x) = max[−r1 − Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

∫
V (y)P ′(dy/x, aT ),

−r1 − E0

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

∫
V (y)P ′(dy/x, (a0, aT ))− r2m] = FV (x) (3)

èëè

V (x) = max

[
−r1 − Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

c∫
x

V (y)P (x, T, dy)+

+V (c)P (x, T, [c,∞))− γTV (0)

T +m
,

−r1 − E0

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

c∫
0

V (y)P (0, T, dy)+
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+V (c)P (0, T, [c,∞))− γ(T +m)V (0)

T +m
− r2m

]
. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ A èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèéX â ìíîæåñòâî óïðàâ-

ëåíèé A èìååì: åñëè xn → x, limn→∞ an = a, xn ∈ X, an ∈ Axn òîãäà a ∈ Ax, ïîýòîìó

A ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå 3 òåîðåìû 1 âûïîëíåíî. Äðóãèå

óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû íåïîñðåäñòâåííî. Ïîýòîìó â êëàññå äåòåð-

ìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ, ïðè êîòîðîé ìàêñèìàëüíûé äîõîäW

äîñòèãàåòñÿ, è W ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü - îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Îáîçíà-

÷èì äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ïðîâåðêàìè T

uT (x) = uT1(x)− uT2(x),

ãäå

uT1 = u1(x) =

[
−r1 − Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

c∫
x

V (y)P (x, T, dy)+

+V (c)P (x, T, [c,∞))− γTV (0)

T +m

]
,

uT2 = u2(x) =

[
−r1 − E0

T∫
0

r(ξ(t)) dt+

c∫
0

V (y)P (0, T, dy)+

+V (c)P (0, T, [c,∞))− γ(T +m)V (0)

T +m
− r2m

]
.

Â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî uT (0) = γmV (0)
T+m

+r2m > 0. Â ñîñòîÿíèè

x > c âñåãäà âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå (a0, aT ), ïîýòîìó uT (c) < 0. �

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé îãðàíè÷åííîé

ôóíêöèè u(x), çàäàííîé íà [0,∞), ôóíêöèÿ Ex(u(ξ(t))) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ

ïî x äëÿ ëþáîãî t > 0. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ δ∗ ⊂ <1 èìååò âèä

δ∗ =

{
aT , x < x∗,

(a0, aT ), x > x∗,
(5)

ãäå x∗ ∈ [0, c].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî V (x) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ. Â óñëî-

âèÿõ òåîðåìû ôóíêöèÿ −Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ ïî x. Çàïèøåì

óðàâíåíèå îïòèìàëüíîñòè â âèäå
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V (x) = FV (x) = max

[
−r1 − Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt+ ExV (ξ(T ))− γTV (0)

T +m
,

−r1 − E0

T∫
0

r(ξ(t)) dt+ E0V (ξ(T ))− γ(T +m)V (0)

T +m

]
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ V (x) ìû èìååì V (x) = lim
n→∞

F nV 0(x) = limV (n)(x), ãäå V 0(x) �

ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à V n(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

V n(x) = max

[
−r1 − Ex

T∫
0

r(ξ(t)) dt+ ExV
(n−1)(ξ(T ))− γTV (n−1)(0)

T +m
,

−r1 − E0

T∫
0

r(ξ(t)) dt+ Ex0V
(n−1)(ξ(T ))− γ(T +m)V (n−1)(0)

T +m

]
.

Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå V 0(x) ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ,

ïîëó÷èì, ÷òî V (x) òàêæå íåâîçðàñòàþùàÿ. Ïîýòîìó uT (x) òàêæå ìîíîòîííî íåâîç-

ðàñòàþùàÿ íà x ∈ [0, c]. Áîëåå òîãî, u(0) > 0 è u(c) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x∗ ∈ [0, c] òàêàÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ δ∗ ⊂ <1 èìååò âèä (5). �

Çàìå÷àíèå 3. Ñëó÷àé ψα-êðèòåðèÿ èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â êëàññå <1, àíàëîãè÷íû óñëîâèÿìè òåîðåìû 3.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè â êëàññå ìàðêîâñêèõ ñòàöèîíàðíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ óïðàâëåíèé, è íàéäåí

âèä ýòîé ñòðàòåãèè, èìåþùåé ïðîñòóþ äâóõóðîâíåâóþ ñòðóêòóðó.
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