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Abstract
The classi�cation and constructive description of matrices consisting of the linear forms and having a

rank 6 3 are obtained.

Ââåäåíèå

Ïðè âû÷èñëåíèè îáðàçóþùèõ àëãåáð ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íåêîòîðûõ

áåñêîíå÷íûõ ãðóïï îòðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , âîçíè-

êàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòàíîâêè ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ìàòðèö, ó êîòîðûõ ñòðîêè îáðàçîâàíû ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ïðîñòðàíñòâå V , à ðàíã

íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ρ.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ρ = 2 èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå [1] ïðè èçó÷åíèè áåñêî-

íå÷íûõ ãðóïï îòðàæåíèé ñ òðåìÿ ëèíåéíûìè îáîëî÷êàìè îðáèò íàïðàâëåíèé ñèì-

ìåòðèè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

Äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ìàòðèö, îáðàçîâàííûõ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, è

ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ìàòðèö ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿ-

åìîé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèö, à òàêæå ïåðåñòàíîâêàìè

ñòðîê è óìíîæåíèåì èõ íà íåíóëåâûå ñêàëÿðû, â ñëó÷àå, êîãäà V � âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2, ó ìàòðèö

èìåþòñÿ ñòðîêè, îáðàçîâàííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè, è ρ = 3.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ëèíåéíîé

êëàññèôèêàöèåé n-îê ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà L â äóàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, ëèíåéíî çàâèñèìûõ íàä ïîëåì F (V ∗)

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F , õàðàêòåðèñòèêà

êîòîðîãî íå ðàâíà 2, V ∗ � äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî;
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M =

x1,1 . . . x1,n

. . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 . . . xm,n


� m × n-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò V ∗, è ïðè ýòîì x1,1, . . . , x1,n n

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî s ïóñòü A(s) � ïîäìàòðèöà

ìàòðèöû A, ïîëó÷åííàÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè ïåðâûõ s ñòîëáöîâ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðàíã íàä F ìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû M (s) íå ïðåâîñõîäèò

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l, òî rank (M) 6 s+ l.

Ìàòðèöó M íàçîâåì ñòàíäàðòíîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî

s 6 rank (M) ðàíã íàä F ìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû M (s)ðàâåí rank (M)− s.

Ìàòðèöó M ′ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå M , åñëè

M ′ = diag (a,A)MC,

ãäå a ∈ F \ {0}, À è Ñ � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò

F , ïðè÷åì ìàòðèöà À ìîíîìèàëüíà (ò.å. êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû

À ñîäåðæàò ëèøü îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå Ì, ìîæíî ïðî-

èçâîäèòü âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä F ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ

ìàòðèöû Ì (óìíîæàÿ ïðè ýòîì ñòîëáöû Ì ëèøü íà ýëåìåíòû ïîëÿ F ), óìíîæàòü åå

ñòðîêè (â òîì ÷èñëå, è ïåðâóþ ñòðîêó) íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F è ïåðåñòàâëÿòü

ñòðîêè, îñòàâëÿÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà ìåñòå.

Òåîðåìà 1. Åñëè rank (M) 6 2, òî M ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå.

Òåîðåìà 2. Åñëè rank (M) = 3, òî M íå ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå,

òî ëèáî M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå M ′, ïåðâûå ÷åòûðå ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò

ìàòðèöó 
x1 x2 x3 x4 . . . xn

α2x1 + z3 α2x2 − z4 α2x3 α2x4 . . . α2xn

α3x1 − z2 α3x2 α3x3 + z4 α3x4 . . . α3xn

α4x1 α4x2 + z2 α4x3 − z3 α4x4 . . . α4xn

 , (1)

ãäå z2, z3, z4 ïðèíàäëåæàò V ∗ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, {α2, α3, α4} ⊂ F , à îñòàëüíûå

ñòðîêè ìàòðèöû M ′ � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàä F ïåðâûõ ÷åòûðåõ åå ñòðîê, ëèáî

n = 4 è äëÿ êàæäîãî i ∈ {2, . . . ,m}

[xi,1, . . . , xi,4] = [x1,1, . . . , x1,4]S1Si (2)

ãäå S1, . . . , Sm � êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò F ,

è det (S1) 6= 0.
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Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöó (1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû Ì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè íàä F åå ñòîëáöîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = 4 èx2,j

x3,j

x4,j

 =

 0 bj cj
−bj 0 dj

−cj −dj 0

z2

z3

z4

+

α2

α3

α4

 [x1,j] (j = 1, . . . , n),

ãäå (b1, . . . , bn), (c1, . . . , cn), (d1, . . . , dn) �ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå F n. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {α2;α3;α4} ⊆ {0; 1}.
Åñëè ìàòðèöà Ì ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå è rank(M) 6 3, íî ðàíã íàä

F ìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû Ì áîëüøå, ÷åì rank(M), òî Ì ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç

ìàòðèö 
x1,1 . . . x1,n

α2x1,1 + λ1y1 . . . α2x1,n + λny1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αmx1,1 + λ1ym . . . αmx1,n + λnym

 , (3)


x1,1 . . . x1,n

α2x1,1 + λ1y2 + µ1z2 . . . α2x1,n + λny2 + µnz2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αmx1,1 + λ1ym + µ1zm . . . αmx1,n + λnym + µnzm

 , (4)


x1,1 . . . x1,n

α2x1,1 + β2u1 + λ1y2 . . . α2x1,n + β2un + λny2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αmx1,1 + βmu1 + λ1ym . . . αmx1,n + βmun + λnym

 , (5)

ãäå αi, βi, λj è µj ïðèíàäëåæàò F , yi, zi è uj ïðèíàäëåæàò V
∗, (λ1, . . . , λn) è (µ1, . . . , µn)

íåêîëëèíåàðíû â F n, à íåêîòîðûå zi è βk íå ðàâíû 0 (è åñëè, íàïðèìåð, β2 6= 0, òî

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî uj = x2,j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n).

Ìàòðèöà (3) ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå
y1,1 y1,2 . . . y1,n

y2,1 α2y1,2 . . . α2y1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym,1 αmy1,2 . . . αmy1,n

 , (6)

ìàòðèöà (4) � ìàòðèöå 
y1,1 y1,2 y1,3 . . . y1,n

y2,1 y2,2 α2y1,3 . . . α2y1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym,1 ym,2 αmy1,3 . . . αmy1,n

 , (7)
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à ìàòðèöà (5) � ìàòðèöå
y1,1 y1,2 . . . y1,n

y2,1 y2,2 . . . y2,n

y3,1 α3y1,2 + β3y2,2 . . . α3y1,n + β3y2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym,1 αmy1,2 + βmy2,2 . . . αmy1,n + βmy2,n

 , (8)

ïðè÷åì äëÿ ìàòðèö (6)� (8) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αi ∈ {0; 1} äëÿ êàæäîãî i, è åñëè

ó ìàòðèöû (8) íåêîòîðîå αi = 0, òî βi ∈ {0; 1}; åñëè α2 = . . . = αs = 1 äëÿ ìàòðè-

öû (6), òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íàä F ïåðâûõ s åå ñòðîê ðàâíîñèëüíà àôôèííîé

íåçàâèñèìîñòè íàä F ôóíêöèé y1,1, . . . , ys,1.

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè áåñêîíå÷íûõ ãðóïï îòðàæå-

íèé ñ ÷åòûðüìÿ ëèíåéíûìè îáîëî÷êàìè îðáèò íàïðàâëåíèé ñèììåòðèè [2].

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Äëÿ i = 1, . . . ,m è j = 1, . . . , n ïîëîæèì

Ti,j =

∣∣∣∣x1,1 x1, j

xi,1 xi,j

∣∣∣∣ , Mi,j =

∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,j

x2,1 x2,2 x2,j

xi,1 xi,2 xi,j

∣∣∣∣∣∣ ,
Λi � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈xi,1, . . . , xi,n〉 ìíîæåñòâà {xi,1, . . . , xi,n}, gi : Λ1 → Λi � ëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè gi(x1,l) = xi,l (l = 1, . . . , n);

F [V ∗] � àëãåáðà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå V .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2.

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíòû m×n-ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò ôàêòîðèàëüíîìó êîëü-

öó K, è ïðè ýòîì rank (A) = 1. Òîãäà íàéäóòñÿ ýëåìåíòû p1, . . . , pm, q1, . . . , qn êîëü-

öà K, äëÿ êîòîðûõ

A =

p1
...

pm

 [q1 . . . qn
]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà rank(A) = 1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû ai, bi, cj
è dj êîëüöà K, äëÿ êîòîðûõ â ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A = A1A2, ãäå

A1 =


a1

b1
...
am

bm

 , A2 =

[
c1
d1

, . . . ,
cn
dn

]
.
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Óìíîæàÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû A1 è äåëÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû A2 íà îáùåå êðàòíîå

ýëåìåíòîâ b1, . . . , bm, ïîëó÷àåì :

A =

p1
...

pm

[q1r1 , . . . ,
qn
rn

]
,

ãäå âñå pi, qj, rj ïðèíàäëåæàò K. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m > 2 è p1, . . . , pm âçàèìíî

ïðîñòû â K. Íî piqj äåëèòñÿ â K íà rj äëÿ âñåõ i è j, à òîãäà èç âçàèìíîé ïðîñòîòû

p1, . . . , pm ñëåäóåò, ÷òî qj äåëèòñÿ â K íà rj äëÿ âñåõ j.

Ëåììà 2. Ïóñòü x1, . . . , xm ïðèíàäëåæàò V ∗ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, y1, . . . , ym ïðè-

íàäëåæàò F [V ∗]. Òîãäà x1y1 + . . . + xmym = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

[y1, . . . , ym] = [x1, . . . , xm]Φ, ãäå Φ - êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé

ïðèíàäëåæàò F [V ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè m = 1 ëåììà âåðíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ m 6 1 ëåììà âåðíà. Äîêàæåì åå ïðè m = l + 1.

Ïóñòü x1, . . . , xl+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è x1y1 + . . . + xl+1yl+1 = 0. Äëÿ êàæäîãî

i = 1, . . . , l + 1 èìååì : yi = xl+1 ui + zi, ãäå ui è zi ïðèíàäëåæàò F [V ∗], ïðè÷åì zi íå

çàâèñèò îò xl+1. Ïîýòîìó(
l∑

i=1

uixi + yl+1

)
xl+1 +

l∑
i=1

zixi = 0

è z1x1 + . . .+ zlxl äåëèòñÿ íà xl+1. Îòñþäà z1x1 + . . .+ zlxl = 0, à òîãäà

yl+1 = −
l∑

i=1

uixi. (9)

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

[z1, . . . , zl] = [x1, . . . , xl]Φl, (10)

ãäå Φl � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F [V ∗]. Íî

òîãäà (9) è (10)

[y1, . . . , yl+1] = [x1, . . . , xl+1]

 Φl

u1
...

ul

−u1 . . . −ul 0

 .
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Îáðàòíî, åñëè x1, . . . , xm è ýëåìåíòû êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Ψ ïðèíàäëå-

æàò ïîëþ, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2, è [y1, . . . , ym] = [x1, . . . , xm]Ψ, òî

[y1, . . . , ym]

 x1
...

xm

 = [x1, . . . , xm]Ψ

 x1
...

xm

 = −[x1, . . . , xm]

 y1
...

ym

 = 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü f1, . . . , fs � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà L â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W,n > 2, è ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî

i = 1, . . . , s íå ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü Pi ⊂ L, ñóæåíèå íà êîòîðóþ îòîá-

ðàæåíèÿ fi- ãîìîòåòèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (n − 2)- ïëîñêî-

ñòåé L1, . . . , Lk, ëåæàùèõ â L, íàéäåòñÿ 2-ïëîñêîñòü Q ⊂ L, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íè îäíîãî èç îòîáðàæåíèé f1, . . . , fs è èìååò íóëåâîå ïåðå-

ñå÷åíèå ñ êàæäîé èç ïëîñêîñòåé L1, . . . , Lk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îòîáðàæåíèÿ fi ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà (n − 2)-

ïëîñêîñòåé, ëåæàùèõ â L. Íî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà (n − 2)-ïëîñêîñòåé,

ëåæàùèõ â L, â L íàéäåòñÿ 2-ïëîñêîñòü, èìåþùàÿ íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäîé èç

ïëîñêîñòåé ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ëåììà 4. Ïóñòü x è y ïðèíàäëåæàò V ∗ è íåêîëëèíåàðíû. Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðà-

æåíèå g : 〈x, y〉 −→ V ∗ èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ x g(y)− y g(x) ïðèâîäèìà â F [V ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü z � ñîáñòâåííûé âåêòîð g ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì α.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z = y − λ x. Òîãäà

y = z + λ x, g(z) = g(y)− λ g(x) = α z, g(y) = α z + λ g(x),

x g(y)− y g(x) = (α x− g(x)) z.

2) Ïóñòü x g(y) − y g(x) + u w = 0, ãäå u è w ïðèíàäëåæàò V ∗. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò,

÷òî ëèáî x, y, u ëèíåéíî çàâèñèìû, ëèáî x, y, w ëèíåéíî çàâèñèìû. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî x, y, u ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, u = p x−q y , ãäå p è q ïðèíàäëåæàò F . Òåïåðü
èç ðàâåíñòâà x g(y)− y g(x) + u w = 0 ïîëó÷àåì:

(g(y) + p w)x = (g(x) + q w)y.

Èç íåêîëëèíåàðíîñòè x è y ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ r ∈ F , äëÿ êîòîðîãî

g(x) = r x− q w, g(y) = r y − p w, g(p x− q y) = r(p x− q y).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè p = q = 0, òî g - ãîìîòåòèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå p x − q y -

ñîáñòâåííûé âåêòîð îòîáðàæåíèÿ g.

Ëåììà 5. Ïóñòü λ ∈ F è x2,j = λx1,j äëÿ âñåõ j > 2. Òîãäà ëèáî x2,j = λx1,j äëÿ

âñåõ j > 1, ëèáî rank (M (1)) < rank (M).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

B =


x1,1 x1,2 . . . x1,n

x2,1 − λx1,1 0 . . . 0

x3,1 x3,2 . . . x3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 xm,2 . . . xm,n

 .
Î÷åâèäíî, ÷òî rank (B) = rank (M) è rank (B(1)) = rank (M (1)). Íî åñëè x2,1 6= λ x1,1,

òî rank (B(1)) < rank (B).

Ëåììà 6. Ïóñòü k ∈ F è T2,3 = k T2,2. Òîãäà x1,1 è x2,1 êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà T2,3 = kT2,2 ïîëó÷àåì :

x1,1(x2,3 − kx2,2) = x2,1(x1,3 − kx1,2)

Îòñþäà è èç íåêîëëèíåàðíîñòè x1,1 è x1,3−kx1,2 ñëåäóåò, ÷òî x1,1 è x2,1 êîëëèíåàðíû.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïóñòü rank (M) = 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

m > 3, n > 3 è ñòðîêè ìàòðèöû M ïîïàðíî íåïðîïîðöèîíàëüíû.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x2,j = λx1,j äëÿ âñåõ j > 2 è íåêîòîðîãî λ ∈M . Òîãäà,

ïî ëåììå 5, rank (M (1)) = 1, è èç ïîïàðíîé íåêîëëèíåàðíîñòè x1,2, . . . , x1,n ïîëó÷àåì,

÷òî ñòðîêè ìàòðèöû M (1) ïðîïîðöèîíàëüíû åå ïåðâîé ñòðîêå.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò (n − 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X ïðî-

ñòðàíñòâà Λ1, äëÿ êîòîðîãî g2 |X - ãîìîòåòèÿ. Òîãäà ïî ëåììàì 3 è 4 ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî T2,2 íåïðèâîäèìî.

Ïîëîæèì

D =

T2,2 . . . T2,n

. . . . . . . . . . . . . . .

Tm,2 . . . Tm,n

 .
Èç íåðàâåíñòâ rank (M) 6 2, T2,2 6= 0 è äåòåðìèíàíòíîãî òîæäåñòâà Ñèëüâå-

ñòðà ([3], ãë. II, §3, c.45) ïîëó÷àåì: rank D = 1. Íî òîãäà, ïî ëåììå 1, íàéäóòñÿ

ϕ3, . . . , ϕm, ψ3, . . . , ψn, ïðèíàäëåæàùèå F [V ∗], äëÿ êîòîðûõ

Ti,j = ϕiψj (i > 2, j > 2). (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ2 6= 0, ψ2 6= 0, ϕ2, . . . , ϕm, ψ2, . . . , ψn îäíîðîäíû,

deg(ϕ2) + deg(ψ2) = 2, deg(ϕ2) = . . . = deg(ϕm), deg(ψ2) = . . . = deg(ψn).

Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè T2,2 âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

a) deg(ϕ2) = 0.
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Òîãäà µi = ϕiϕ
−1
2 ∈ F äëÿ âñåõ i > 2, è, â ñèëó (11),

Ti,j = µiT2,j (i > 2, j > 1),

ò.å. ∣∣∣∣ x1,1 x1,j

xi,1 − µix2,1 xi,j − µix2,j

∣∣∣∣ = 0

äëÿ âñåõ i > 3, è j > 2. Îòñþäà è èç íåêîëëèíåàðíîñòè x1,1 è x1,j ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ η3, . . . , ηn, ïðèíàäëåæàùèõ F ,

xi,j = ηix1,j + µix2,j (i > 3, j > 1).

b) deg(ψ2) = 0.

Òîãäà èç (11) ïîëó÷àåì : ψ3ψ
−1
2 ∈ F, T2,3 = ψ3ψ

−1
2 T2,2. Ïî ëåììå 6 îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî T2,2 ïðèâîäèìî.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ëåììà 7. Ïóñòü ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè T2,2 è T3,2 íå ïðîïîðöèîíàëüíû è õîòÿ

áû îäíà èç íèõ íåïðèâîäèìà. Òîãäà M3,3 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M3,3 = 0. Òîãäà, ïî òåîðåìå 1, èìååò ìåñòî ëèøü

îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ.

1) αx1,j + βx2,j + γx3,j = 0 äëÿ êàæäîãî j ∈ {1; 2; 3} è íåêîòîðûõ α, β è γ, ïðèíàä-

ëåæàùèõ F ; ïðè ýòîì õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ α, β, γ íå ðàâåí 0.

2) x1,j = αix1,j +λjyi äëÿ ëþáûõ i ∈ {2; 3}, j ∈ {1; 2; 3}, íåêîòîðûõ αi è λj, ïðèíàä-

ëåæàùèõ F , è íåêîòîðîé yi ∈ V ∗.

Â ïåðâîì ñëó÷àå îäèí èç ýëåìåíòîâ β, γ íå ðàâåí 0 è βT2,2 + γT3,2 = 0, à âî âòîðîì

Ti,2 = (λ2x1,1 − λ1x1,2)yi äëÿ êàæäîãî i ∈ {2; 3}.

Ëåììà 8. Ïóñòü λi ∈ F è xi,j = λix1,j äëÿ âñåõ j > 3 è i ∈ {2; 3}. Òîãäà ëèáî

rank (M (2)) = rank (M)− 2, ëèáî íàéäåòñÿ ν ∈ F , äëÿ êîòîðîãî

xj,2 − νxj,1 = λj(x1,2 − νx1,1) (j ∈ {2; 3}), (12)

ëèáî ïåðâûå òðè ñòðîêè ìàòðèöû M ëèíåéíî çàâèñèìû íàä F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

B =



x1,1 x1,2 x1,3 . . . x1,n

x2,1 − λ2x1,1 x2,2 − λ2x1,2 0 . . . 0

x3,1 − λ3x1,1 x3,2 − λ3x1,2 0 . . . 0

x4,1 x4,2 x4,3 . . . x4,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 xm,2 xm,3 . . . xm,n


,
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S =

[
x2,1 − λ2x1,1 x2,2 − λ2x1,2

x3,1 − λ3x1,1 x3,2 − λ3x1,2

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî rank (M) = rank (B) è rank (M (2)) = rank (B(2)).

Åñëè det (S) 6= 0, òî rank (B(2)) = rank (B)− 2.

Åñëè íàéäóòñÿ µ è ν, ïðèíàäëåæàùèå F , õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ íå ðàâåí 0, è

ïðè ýòîì µ(x3,i − λ3x1,i) = ν(x2,i − λ2x1,i) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1; 2}, òî

(µλ3 − νλ2)x1,i + νx2,i − µx3,i = 0 (i ∈ {1; 2}).

Íî è äëÿ êàæäîãî j > 2 èìååì:

(µλ3 − νλ2)x1,j + νx2,j − µx3,j = (µλ3 − νλ2)x1,j + νλ2x1,j − µλ3x1,j = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðâûå òðè ñòðîêè ìàòðèöû M ëèíåéíî çàâèñèìû íàä F.

Åñëè æå det (S) = 0, íî ñòðîêè ìàòðèöû S íåïðîïîðöèîíàëüíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî x2,1 − λ2x1,1 6= 0, è â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ν ∈ F, äëÿ êîòîðîãî

xj,2 − λjx1,2 = ν(xj,1 − λjx1,1) (j ∈ {2; 3}),

è òîãäà ïîëó÷àåì (12).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî rank (M) = 3,m > 4, n > 4.

Ëåììà 9. Ïóñòü T2,2, . . . , Tm,2 ïîïàðíî ïðîïîðöèîíàëüíû è T2,2 6= 0. Òîãäà ëèáî ðàíã

íàä F ìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû M ðàâåí 3, ëèáî M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü βi ∈ F è Ti,2 = βiT2,2 äëÿ âñåõ i > 3. Ó÷èòûâàÿ íåêîë-

ëèíåàðíîñòü x1,1 è x1,2 ïîëó÷àåì: äëÿ êàæäîãî i = 3, . . . ,m íàéäåòñÿ αi ∈ F òàêîå,

÷òî

xi,j = αix1,j + βix2,j (j ∈ {1; 2}). (13)

Ïîëîæèì

S =

 x3,3 − α3x1,3 − β3x2,3 . . . x3,n − α3x1,n − β3x2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,3 − αmx1,3 − βmx2,3 . . . xm,n − αmx1,n − βmx2,n

 ,

B =

x1,1 x1,2

x2,1 x2,2

x1,3 . . . x1,n

x2,3 . . . x2,n

0 S

 .
Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî rank (B) = 3.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x3,3 − α3x1,3 − β3x2,3 6= 0, ò.ê. âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû S ðàâíû

0, òî rank (M) < 3.

Âñå ìèíîðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû B ðàâíû 0, íî T2,2 6= 0. Ïîýòîìó

rank (S) = 1, è, ïî ëåììå 1, âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.
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1) xi,j −αix1,j −βix2,j = ki(x3,j −α3x1,j −β3x2,j) (i > 4; > j > 3; ki ∈ F ). Îòñþäà

xi,j = (αi − kiα3)x1,j + (βi − kiβ3)x2,j + kix3,j (i = 4, . . . ,m; j = 3, . . . , n).

Íî ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ j < 3. Â ñàìîì äåëå, åñëè j < 3, òî

(αi − kiα3)x1,j + (βi − kiβ3)x2,j + kix3,j =

= (αi − kiα3)x1,j + (βi − kiβ3)x2,j + ki(α3x1,j + β3x2,j) =

= αix1,j + βix2,j = xi,j (i = 4, . . . ,m).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû M � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàä F ïåðâûõ

òðåõ åå ñòðîê.

2) xi,j − αix1,j − βix2,j = ki(xi,3 − αix1,3 − βix2,3) (i > 3; j > 4; kj ∈ F ).

Îòñþäà

xi,j − kixi,3 = αi(x1,j − kjx1,3) + βi(x2,j − kjx2,3) (i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n),

è ó÷èòûâàÿ (13), ïîëó÷àåì, ÷òî M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå (8).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) M ñòàíäàðòíà;

2) ïåðâûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû M îáðàçóþò ìàòðèöó (1), à îñòàëüíûå ñòðîêè

M � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàä F ñòðîê ìàòðèöû (1);

3) n = 4 è ñòðîêè ìàòðèöû M óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (2), ïðè÷åì âõîäÿùèå

â ýòî ñîîòíîøåíèå ìàòðèöû S1, . . . , Sm êîñîñèììåòðè÷íû.

Òîãäà ¾ñòðóêòóðà¿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íàä F ñòðîê ìàòðèöû M àíàëî-

ãè÷íà ¾ñòðóêòóðå¿ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó òåîðåìó 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

ñòðîêè ìàòðèöû M ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F. (14)

Åñëè ïåðâûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû M (1) ïðîïîðöèîíàëüíû, òî èç ëåììû 5 è (14)

ïîëó÷àåì, ÷òî rank (M (1)) < 3; íî òîãäà èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî M ýêâèâàëåíòíà

ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå, è òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Åñëè ïåðâûå òðè ñòðîêè ìàòðèöû M (2) ïðîïîðöèîíàëüíû, òî èç ëåììû 8 è (14)

ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî rank (M (2)) = 1, ëèáî M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå U, äëÿ êîòîðîé

ïåðâûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû U (1) ïðîïîðöèîíàëüíû, è òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

íå ñóùåñòâóåò (n− 1)− ïëîñêîñòü P ⊂ Λ1, äëÿ êîòîðîé õîòÿ

áû îäíî èç îòîáðàæåíèé g2|P , . . . , gm|P ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé,
(15)
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íå ñóùåñòâóåò (n− 2)− ïëîñêîñòü Q ⊂ Λ1, äëÿ êîòîðîé õîòÿ áû

äâà èç îòîáðàæåíèé g2|Q, . . . , gm|Q ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèÿìè.
(16)

Èñïîëüçóÿ ëåììû 3, 4 è (15), çàìåíÿÿ M íà ýêâèâàëåíòíóþ åé ìàòðèöó MC, ãäå C

� êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F , ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî

T2,2, . . . , Tm,2 íåïðèâîäèìû. (17)

Òåïåðü èç ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî çàìåíÿÿM íà ýêâèâàëåíòíóþ åé ìàòðèöó, ïîëó÷åí-

íóþ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ìàòðèöû M , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (14)

� (17), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

T2,2 è T3,2 âçàèìíî ïðîñòû (18)

Èç (17), (18) è ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî

M3,3 6= 0 (19)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ (14) � (19).

Ïîëîæèì

N =

M3,3 . . . M3,n

. . . . . . . . . . . . . . . .

Mm,3 . . . Mm,n

 .
Èç äåòåðìèíàíòíîãî òîæäåñòâà Ñèëüâåñòðà ñëåäóåò, ÷òî rank (N) = 1. Íî òîãäà,

ïî ëåììå 1, íàéäóòñÿ ϕ3, . . . , ϕm, ψ3, . . . , ψn, ïðèíàäëåæàùèå F [V ∗], äëÿ êîòîðûõ

Mi,j = ϕiψj (i > 3, j > 3). (20)

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ3 6= 0, ψ3 6= 0, ϕ3, . . . , ϕm, ψ3, . . . , ψn îäíîðîäíû,

deg(ϕ3) + deg(ψ3) = 3, deg(ϕ3) = . . . = deg(ϕm), deg(ψ3) = . . . = deg(ψn).

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ3, . . . , ϕm âçàèìíî ïðîñòû (21)

Âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1. deg(ϕ3) = 0.

Òîãäà µi = ϕiϕ
−1
3 ∈ F äëÿ âñåõ i > 3, è, â ñèëó (20),

Mi,j = µi M3,j (i > 3, j > 2). (22)

Ïîëîæèì
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B1 =


x1,1 x1,2 . . . x1,n

x2,1 x2,2 . . . x2,n

x4,1 − µ4x3,1 x4,2 − µ4x3,2 . . . x4,n − µ4x3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 − µmx3,1 xm,2 − µmx3,2 . . . xm,n − µmx3,n


Òîãäà rank(B1) = 2, ò.ê. èç (22) ñëåäóåò, ÷òî âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàòðèöû

B1, îêàéìëÿþùèå íåíóëåâîé ìèíîð T2,2, ðàâíû 0. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1, èìåþòñÿ ëèøü

äâå âîçìîæíîñòè.

1.1. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B1 � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàä F ïåðâûõ äâóõ åå

ñòðîê.

Íî òîãäà êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû M � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàä F ïåðâûõ òðåõ

åå ñòðîê.

1.2. Íàéäóòñÿ ξ ∈ V ∗ è {α, ν1, . . . , νn} ⊂ F òàêèå, ÷òî x2,j = αx1,j + νjξ äëÿ âñåõ

j = 1, . . . ,m.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò (n − 1)-ïëîñêîñòü P ⊂ Λ1, äëÿ êîòîðîé g2|P -

ãîìîòåòèÿ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (15).

2. deg(ψ3) = 0.

Òîãäà λj = ψj ψ
−1
3 ∈ F äëÿ âñåõ j > 3, è, â ñèëó (20),

Mi,j = λjMi,3 (i > 2, j > 3). (23)

Ïîëîæèì

B2 =


x1,1 x1,2 x1,4 − λ4x1,3 . . . x1,n − λnx1,3

x2,1 x2,2 x2,4 − λ4x2,3 . . . x2,n − λnx2,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 xm,2 xm,4 − λ4xm,3 . . . xm,n − λnxm,3

 .
Òîãäà rank(B2) = 2, ò.ê. èç (23) ñëåäóåò, ÷òî âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàòðèöû

B2, îêàéìëÿþùèå íåíóëåâîé ìèíîð T2,2, ðàâíû 0. Â òî æå âðåìÿ B2 � ïîäìàòðèöà

ìàòðèöû, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå M . Íî òîãäà èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî M

ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå.

3. deg(ϕ3) = 1.

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî ϕ3, . . . , ϕm íåêîëëèíåàðíû. Ïîýòîìó, èçìåíÿÿ íóìåðàöèþ

ñòðîê ìàòðèöû M , íà÷èíàÿ ñ åå ÷åòâåðòîé ñòðîêè, è íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì T2,2, T3,2

è M3,3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ3 è ϕ4 íåêîëëèíåàðíû.

Â ñèëó (20), ϕ3Mi,j = ϕiM3,j äëÿ âñåõ i > 3 è j > 2, èëè∣∣∣∣∣∣
x1,1 x2,1 ϕ3xi,1 − ϕix3,1

x1,2 x2,2 ϕ3xi,2 − ϕix3,2

x1,j x2,j ϕ3xi,j − ϕix3,j

∣∣∣∣∣∣ = 0 (i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n).
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Îòñþäà, ïî äåòåðìèíàíòíîìó òîæäåñòâó Ñèëüâåñòðà,

T2,2

∣∣∣∣x1,1 ϕ3 xi,1 − ϕi x3,1

x1,j ϕ3 xi,j − ϕi x3,j

∣∣∣∣ = T2,j

∣∣∣∣x1,1 ϕ3 xi,1 − ϕi x3,1

x1,2 ϕ3 xi,2 − ϕi x3,2

∣∣∣∣
(i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n).

(24)

Èç (17) è ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî T2,2 è T2,3 âçàèìíî ïðîñòû. Íî òîãäà èç (24) è

ëåììû 1 ïîëó÷àåì: äëÿ êàæäîãî i = 4, . . . ,m íàéäåòñÿ ξi ∈ V ∗ òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣x1,1 ϕ3 xi,1 − ϕi x3,1

x1,j ϕ3 xi,j − ϕi x3,j

∣∣∣∣ = ξi T2,j (i = 4, . . . ,m; j = 2, . . . , n),

èëè ∣∣∣∣x1,1 ϕ3 xi,1 − ϕi x3,1 − ξi x2,1

x1,j ϕ3 xi,j − ϕi x3,j − ξi x2,j

∣∣∣∣ = 0 (i = 4, . . . ,m; j = 2, . . . , n).

Èç íåêîëëèíåàðíîñòè x1,1 è x1,j ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ηi ∈ V ∗, äëÿ êîòîðîé

ηi x1,1 + ξi x2,j + ϕi x3,j − ϕ3 xi,j = 0 (i = 4, . . . ,m; j = 1, . . . , n). (25)

Äëÿ êàæäîãî i > 3 ôóíêöèè ηi, ξi, ϕi, ϕ3 ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.ê. èíà÷å èç ëåììû 2

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ i > 3, äëÿ êîòîðîãî Λ1 ⊆ 〈ϕ3, ϕi, ξi〉. Ïîýòîìó èìåþòñÿ

ëèøü ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè.

3.1. rankF (ηi, ξi, ϕi, ϕ3) = 2 äëÿ âñåõ i > 3.

Çíà÷èò, η4 = β1,4ϕ3 − β1,3ϕ4, ξ4 = β2,4ϕ3 − β2,3ϕ4, ãäå êàæäîå βi,j ∈ F.

Òîãäà èç (25)

(x4,j − β1,4 x1,j − β2,4 x2,j)ϕ3 = (x3,j − β1,3 x1,j − β2,3 x2,j)ϕ4 (j = 1, . . . , n).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ λ1, . . . , λn, ïðèíàäëåæàùèõ F ,

xi,j = β1,i x1,j + β2,i x2,j + λj ϕi (i ∈ {3; 4}; j > 1).

Îòñþäà

M3,j =

∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,j

x2,1 x2,2 x2,j

λ1ϕ3 λ2ϕ3 λjϕ3

∣∣∣∣∣∣
äëÿ âñåõ j > 2, è èç (20) ïðè i = 3

ψj =

∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,j

x2,1 x2,2 x2,j

λ1 λ2 λj

∣∣∣∣∣∣
äëÿ âñåõ j > 2. Òåïåðü èç (20) äëÿ âñåõ i > 2 è j > 2 ïîëó÷àåì:∣∣∣∣∣∣

x1,1 x1,2 x1,j

x2,1 x2,2 x2,j

xi,1 − λ1ϕi xi,2 − λ2ϕi xi,j − λjϕi

∣∣∣∣∣∣ = 0 (i > 2; j > 2). (26)
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Ïîëîæèì

S =


x1,1 x1,2 . . . x1,n

x2,1 x2,2 . . . x2,n

x3,1 − λ1ϕ3 x3,2 − λ2ϕ3 . . . x3,n − λnϕ3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 − λ1ϕm xm,2 − λ2ϕm . . . xm,n − λnϕm

 .
Èç (26) è íåðàâåíñòâà T2,2 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî rank(S) = 2. Íî S ýêâèâàëåíòíà ìàò-

ðèöå S ′, âû÷åðêèâàÿ èç êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö, ïîëó÷àåì ïîäìàòðèöóM ′

ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå M ; çíà÷èò, rank(M ′) 6 2, è, ïî òåîðåìå 1, M ýê-

âèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöå. Íàïðèìåð, åñëè λ1 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

λ1 = 1, à òîãäà S ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå
x1,1 x1,2 − λ2x1,1 . . . x1,n − λnx1,1

x2,1 x2,2 − λ2x2,1 . . . x2,n − λnx2,1

x3,1 − ϕ3 x3,2 − λ2x3,1 . . . x3,n − λnx3,1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 − ϕm xm,2 − λ2xm,1 . . . xm,n − λnxm,1

 .
3.2. rankF (η4, ξ4, ϕ4, ϕ3) = 3.

Äîïóñòèì, ÷òî ξ4 = β3ϕ3 + β4ϕ4, ãäå {β3; β4} ⊂ F . Òîãäà ϕ3, ϕ4, η4 ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, à èç ðàâåíñòâà (25) ïðè i = 4 ïîëó÷àåì

η4 x1,j + ϕ4(x3,j + β4x2,j)− ϕ3(x4,j + β3x2,j) = 0 (j = 1, . . . , n).

Òåïåðü èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ϕ3, ϕ4, η4 è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî Λ1 ⊆ 〈ϕ3, ϕ4〉, à ýòî
íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ3, ϕ4, ξ4 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íàéäåòñÿ {α2, α3, α4} ⊂ F , äëÿ

êîòîðîãî

η4 = −α2ξ4 + α4ϕ3 − α3ϕ4.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (25), èìååì:

(α4x1,j − x4,j)ϕ3 + (x3,j − α3x1,j)ϕ4 + (x2,j − α2x1,j)ξ4 = 0.

Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåìx2,j

x3,j

x4,j

 =

 0 bj cj
−bj 0 dj

−cj −dj 0

 ξ4
ϕ4

−ϕ3

+

α2

α3

α4

 [x1,j] (j = 1, . . . , n), (27)

ãäå bj, cj, dj ïðèíàäëåæàò F .

Ïóñòü {t1, t2, k1, k2} ⊂ F . Åñëè bj = kjt1 è cj = kjt2 äëÿ êàæäîãî j ∈ {1; 2}, òî â

ñèëó (27), T2 = (k2x1,1 − k1x1,2)(t1ϕ4 − t2ϕ3). Ñëåäîâàòåëüíî,

b1c2 6= b2c1. (28)
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Äîïóñòèì, ÷òî m > 4. Èç (25) è (27) ïîëó÷àåì:

(ηi + α2ξi + α3ϕi)x1,j − (cjξi + djϕi + x1,j)ϕ3 + bj(ϕ4ξi − ξ4ϕi) = 0

(i > 5; j > 1).
(29)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî i > 4 ôóíêöèè ηi +α2ξi +α3ϕi, ϕ3, ϕ4, ξ4 ëèíåéíî

çàâèñèìû, ò.ê. èíà÷å, ïî ëåììå 2, Λ1 ⊆ 〈ϕ3, ϕ4, ξ4〉.
Òàêèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ αi, ti,1, è ti,2, ïðèíàäëåæàùèå F , äëÿ êîòîðûõ

ηi = −α2ξi − α3ϕi + αiϕ3 + ti,1ϕ4 + ti,2ξ4 (i > 4),

è èç (29)

(αix1,j − cjξi − djϕi − x1,j)ϕ3 + (ti,1x1,j + bjξi)ϕ4 + (ti,2x1,j − bjϕi)ξ4 = 0

(i > 5; j > 1).
(30)

Èç (30) ïîëó÷àåì:

Åñëè íàéäåòñÿ k > 4, äëÿ êîòîðîãî tk,1 6= 0, òî Λ1 ⊆ 〈ϕ3, ξ4, ξk〉;
åñëè íàéäåòñÿ k > 4, äëÿ êîòîðîãî tk,2 6= 0, òî Λ1 ⊆ 〈ϕ3, ϕ4, ϕk〉.
Çíà÷èò, ti,1 = ti,2 = 0 äëÿ êàæäîãî i > 4. Òåïåðü èç (30) ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ vi,j

è ui,j ïðèíàäëåæàùèå F , äëÿ êîòîðûõ

xi,j = αix1,j − cjξi − djϕi + vi,jϕ4 + ui,jξ4 (i > 5; j > 1). (31)

Íî òîãäà èç (30) è (31) èìååì:

(bjξi − vi,jϕ3)ϕ4 = (bjϕi + ui,jϕ3)ξ4 (i > 5; j > 1). (32)

Â ñèëó (28), b1 6= 0 èëè b2 6= 0. Ïîýòîìó èç (32) ñëåäóåò, ÷òî

ξi ∈ 〈ϕ3, ξ4〉, ϕi ∈ 〈ϕ3, ϕ4〉 (i > 4),

ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ λi,j è µi, ïðèíàäëåæàùèõ F ,

ϕi = λi,3ϕ3 + λi,4ϕ4, ξi = λi,2ϕ3 + µiξ4 (i > 4). (33)

Èç (32) è (33) äëÿ ëþáûõ i > 5 è j > 1

((λi,2bj − vi,j)ϕ4 − (λi,3bj + ui,j)ξ4)ϕ3 + bj(µi − λi,4)ξ4ϕ4 = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ϕ3, ϕ4, ξ4. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíû 0,

è, ñ ó÷åòîì (28)

vi,j = bjλi,2, ui,j = −bjλi,3, µi = λi,4 (i > 5; j > 1). (34)

Ïóñòü Xk � k-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû M ,

λk,1 = αk −
4∑

i=2

αiλk,i.
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Èç (27), (31), (33) è (34) äëÿ êàæäîãî i > 4 èìååì:

Xk =
4∑

l=1

λk,lXl.

Èç (27)

[x2,1, . . . , x2,n] = ϕ4[b1, . . . , bn]− ϕ3[c1, . . . , cn] + α2[x1,1, . . . , x1,n],

[x3,1, . . . , x3,n] = −ξ4[b1, . . . , bn]− ϕ3[d1, . . . , dn] + α3[x1,1, . . . , x1,n],

[x4,1, . . . , x4,n] = −ξ4[c1, . . . , cn]− ϕ4[d1, . . . , dn] + α4[x1,1, . . . , x1,n].

Óìíîæàÿ ñïðàâà îáå ÷àñòè òðåõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ íà êâàäðàòíóþ íåâûðîæäåí-

íóþ ìàòðèöó C, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F , ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû

MC =

y1,1 . . . y1,n

. . . . . . . . . . . . . . .

ym,1 . . . ym,n

 ,
ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå M , ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì, àíàëîãè÷íûì ðàâåíñòâó (27) è îò-

ëè÷àþùèìñÿ îò íåãî òåì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ b = [b1, . . . , bn], c = [c1, . . . , cn],

d = [d1, . . . , dn] ïðîñòðàíñòâà F n çàìåíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåê-

òîðîâ bC, cC, dC (îäíàêî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î ìèíîðàõ Ti,2 è Mi,j ìàòðèöû

M íå îáÿçàíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ àíàëîãè÷íûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû MC). Ïîýòîìó, ó÷è-

òûâàÿ (28), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bC = [1, 0, . . . , 0], cC = [0,−1, 0, . . . , 0]. Íî åñëè ýòè

ðàâåíñòâà âûïîëíåíû, è ïðè ýòîì d ∈ 〈b, c〉, òî ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèé g2 è g3 (è g4)

íà n−2-ïëîñêîñòü 〈y1,3, . . . , y1,n〉-ãîìîòåòèè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (16).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dC = [0, 0, 1, 0, . . . , 0].

4. deg(ψ3)=1.

Ïóñòü λ3, . . . , λn ïðèíàäëåæèò F è λ3ψ3 + · · ·+ λnψn = 0. Òîãäà

N

λ3
...

λn

 =

ϕ3
...

ϕm

 [ψ3, . . . , ψn]

λ3
...

λn

 =

ϕ3
...

ϕm

 [0] =

0
...

0

 .
Â ÷àñòíîñòè,

n∑
j=3

λjM3,j =

∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 z1

x2,1 x2,2 z2

x3,1 x3,2 z3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

ãäå

zl =
∑
j>2

λjxl,j (l = 1, . . . ,m).

Èç (17), (18) è ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî x1,1, x1,2, z1 ëèíåéíî çàâèñèìû, à òîãäà

λ3 = · · · = λn = 0. Çíà÷èò, ψ3, . . . , ψn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Â ñèëó (20),

ψ3Mi,j = ψjMi,3 (i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n),

èëè ∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 ψ3x1,j − ψix1,3

x2,1 x2,2 ψ3x2,j − ψix2,3

xi,1 xi,2 ψ3xi,j − ψixi,3

∣∣∣∣∣∣ = 0 (i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n).

Îòñþäà (ïî äåòåðìèíàíòíîìó òîæäåñòâó Ñèëüâåñòðà)

T2,2

∣∣∣∣x1,1 ψ3 x1,j − ψi x1,3

xi,1 ψ3 xi,j − ψi xi,3

∣∣∣∣ = Ti,2

∣∣∣∣x1,1 ψ3 x1,j − ψi x1,3

x2,1 ψ3 x2,j − ψi x2,3

∣∣∣∣
(i = 3, . . . ,m; j = 4, . . . , n).

(35)

Èç (18), (35) è ëåììû 1 ïîëó÷àåì: äëÿ êàæäîãî j = 4, . . . , n íàéäåòñÿ ξj ∈ V ∗

òàêàÿ, ÷òî ∣∣∣∣x1,1 ψ3x1,j − ψjx1,3

xi,1 ψ3xi,j − ψjxi,3

∣∣∣∣ = ξjTi,2 (i = 2, . . . ,m; j = 4, . . . , n),

èëè ∣∣∣∣x1,1 ψ3x1,j − ψjx1,3 − ξjx1,2

xi,1 ψ3xi,j − ψjxi,3 − ξjxi,2

∣∣∣∣ = 0 (i = 2, . . . ,m; j = 4, . . . , n).

Èç íåêîëëèíåàðíîñòè x1,1 è x2,1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ηj ∈ V ∗, äëÿ êîòîðîé

ηjxi,1 + ξjxi,2 + ψjxi,3 − ψ3xi,j = 0 (i = 1, . . . ,m; j = 4, . . . , n). (36)

Äëÿ êàæäîãî j > 3 ôóíêöèè x1,1,x1,2,x1,3,x1,j ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è èç (36) ïîëó÷àåì,

÷òî íàéäåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

Aj =


0 −a1,j −a2,j −a4,j

a1,j 0 −a3,j −a5,j

a2,j a3,j 0 −a6,j

a4,j a5,j a6,j 0

 , (37)

ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F è ïðè ýòîì

[ηj, ξj, ψj,−ψ3] = [x1,1, x1,2, x1,3, x1,j]Aj (j > 3). (38)

Îòñþäà

ψ3 = a4,jx1,1 + a5,jx1,2 + a6,jx1,3 (j = 4, . . . , n).

Çíà÷èò, a4,j, a5,j, a6,j íå çàâèñÿò îò j, è ïîëàãàÿ

a4,j = −a2,3, a5,j = −a3,3, a6,j = b (j > 3), (39)

èç (38) èìååì

ψj = −a2,jx1,1 − a3,jx1,2 + bx1,j (j > 3).

Ïîýòîìó åñëè b 6= 0, òî x1,1, x1,2, ψ3, . . . , ψn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè æå b = 0,

òî 〈ψ3, . . . , ψn〉 = 〈x1,1, x1,2〉, à èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ψs è ψk ñëåäóåò, ÷òî

a2,sa3,k 6= a2,ka3,s.
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Èç (37) è (39) ïîëó÷àåì, ÷òî

detAj = (a1,jb− a3,ja2,3 + a2,ja3,3)
2 (j > 4).

4.1. detAk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {4, . . . , n}.
Òîãäà èç (38) è íåêîëëèíåàðíîñòè ψ3 è ψk ñëåäóåò, ÷òî

rankF (ηk, ξk, ψk, ψ3) = 2, b 6= 0 (ò.ê. èíà÷å a2,ka3,3 − a3,ka2,3 = 0, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò íåêîëëèíåàðíîñòè ψ3 è ψk), è, çíà÷èò, x1,1, x1,2, ψ3, . . . , ψn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðè ýòîì íàéäóòñÿ rk, qk, tk è sk, ïðèíàäëåæàùèå F , äëÿ êîòîðûõ

ηk = −rkψ3 + qkψk, ξk = −tkψ3 + skψk.

Îòñþäà è èç (36) ïðè j = k è âñåõ i > 1

(rkxi,1 + tkxi,2 + xi,k)ψ3 = (qkxi,1 + skxi,2 + xi,3)ψk.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ β1, . . . , βm, ïðèíàäëåæàùèå F , äëÿ êîòîðûõ, ïîëàãàÿ qk = r3
è sk = t3, èìååì:

xi,l = −rlxi,1 − tlxi,2 + βiψl (i > 1; l ∈ {3; k}). (40)

Èç (36) è (40) ïðè i = 1, j ∈ {4, . . . , n}\{k} è l = 3 ïîëó÷àåì

(β1ψj − x1,j)ψ3 + (ηj − r3ψj)x1,1 + (ξj − t3ψj)x1,2 = 0

(j ∈ {4, . . . , n}\{k}).
(41)

Íî ψ3, x1,1, x1,2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó èç (41) ñëåäóåò, ÷òîx1,j

ηj

ξj

 =

 0 w1,j w2,j

−w1,j 0 w3,j

−w2,j −w3,j 0

−ψ3

x1,1

x1,2

+

β1

r3
t3

 [ψj

]
(j ∈ {4, . . . , n}\{k}), (42)

ãäå wi,j ∈ F äëÿ êàæäûõ i ∈ {1; 2; 3} è j ∈ {4, . . . , n}\{k}.
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà äëÿ ηj è ξj, èç (36) è (40) ïðè l = 3 èìååì:

(w1,jxi,1 + w2,jxi,2 + βiψj − xi,j)ψ3 = w3,jTi,2 (i > 1; j ∈ {4, . . . , n}\{k}) (43)

Èç (43) è (17) ñëåäóåò, ÷òî wj,3 = 0 äëÿ êàæäîãî j ∈ {4, . . . , n}\{k}. Íî òîãäà èç (42)
è (43)

xi,j = w1,jxi,1 + w2,jxi,2 + βiψj (i > 1; j ∈ {4, . . . , n}\{k}). (44)

Â ñèëó (44) è (40), Ì ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìàòðèöåx1,1 x1,2 β1ψ3 . . . β1ψn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm,1 xm,2 βmψ3 . . . βmψn

 .
4.2. det Aj 6= 0 äëÿ êàæäîãî j ∈ {4, . . . , n}.
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Òîãäà èç (38) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî j > 4 ôóíêöèè ψ3, ψj, ξj, ηj ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, à èç (36)� ÷òî äëÿ êàæäûõ j > 4 è i > 2 íàéäåòñÿ ìàòðèöà Ci,j, ýëåìåíòû

êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F , è ïðè ýòîì

[xi,1, xi,2, xi,3, xi,j] = [x1,1, x1,2, x1,3, x1,j]AjCi,j (i > 1; j > 3), (45)

Ïîëàãàÿ C1,j = Aj
−1, èç (45) è (38) ïîëó÷àåì:

[xi,1, xi,2, xi,3, xi,j] = [ηj, ξj, ψj,−ψ3]Ci,j (i > 1; j > 4).

Ïîêàæåì, ÷òî n = 4.

Ïóñòü n > 4,

C2,j =


0 −c1,j −c2,j −c4,j

c1,j 0 −c3,j −c5,j

c2,j c3,j 0 −c6,j

c4,j c5,j c6,j 0

 (j > 3).

Èç (45) ïðè j = 4

∂x2,1

∂x1,4

= c2,4b− c1,4a3,3,
∂x2,2

∂x1,4

= c3,4b+ c1,4a2,3,
∂x2,3

∂x1,4

= c2,4a2,3 + c3,4a3,3.

Íî èç (45) ïðè j = 5
∂x2,1

∂x1,4

=
∂x2,2

∂x1,4

=
∂x2,3

∂x1,4

= 0

Ñëåäîâàòåëüíî,

c2,4b− c1,4a3,3 = c3,4b+ c1,4a2,3 = c2,4a2,3 + c3,4a3,3 = 0.

Õîòÿ áû îäèí èç òðåõ ýëåìåíòîâ a2,3, a3,3, b ìàòðèöû A4 íå ðàâåí 0, ò.ê. detA4 6= 0.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ t ∈ F , äëÿ êîòîðîãî

c1,4 = tb, c2,4 = ta3,3, c3,4 = −ta2,3,

à òîãäà èç (45) ïðè j = 4 ïîëó÷àåì:

T2,2 = ((ta2,4 + c5,4)x1,1 + (ta3,4 − c4,4)x1,2)(a2,3x1,1 + a3,3x1,2 − bx1,3),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè T2,2.

Çàêëþ÷åíèå

Ïóñòü Ì�m×n-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé - ëèíåéíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå

íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F , õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî

íå ðàâíà 2.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè rank(M) 6 3, ñòðîêè X1, . . . , Xm ìàòðèöû Ì ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä F , à ïåðâàÿ åå ñòðîêà X1 ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíê-

öèé, òî ëèáî n = 4, m 6 6 è äëÿ êàæäîãî i > 1

Xi = X1S1Si,

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2005



44 À.È. Êðèâîðó÷êî

ãäå S1, . . . , Sn�êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò F

è det(S1) 6= 0, ëèáî íàéäåòñÿ êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Ñ, ýëåìåíòû

êîòîðîé ïðèíàäëåæàò F è äëÿ, êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1)

MC =


x1 x2 x3 x4 . . . xn

α2x1 α2x2 − y1 α2x3 − y2 α2x4 . . . α2xn

α3x1 + y1 α3x2 α3x3 − y3 α3x4 . . . α3xn

α4x1 + y2 α4x2 + y3 α4x3 α4x4 . . . α4xn

 ,
ãäå y1, y2, y3 ïðèíàäëåæàò V ∗ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, α2, α3, α4 ïðèíàäëåæàò F ;

2) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî k 6 rank(M) ðàíã íàä F ìíîæåñòâà

ñòðîê ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåì ïåðâûõ k ñòîëáöîâ ìàòðèöûÌÑ, ðàâåí

rank(M)− k.

Ýòè ðåçóëüòàòû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé ëèíåéíîé êëàññèôè-

êàöèè n-îê ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñò.ðàíñòâà â ëè-

íåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, ëèíåéíî çàâèñèìûõ íàä ïîëåì F (V ∗) ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé, è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï

îòðàæåíèé è èõ àëãåáð ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
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