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Abstract.
All groups concidered in this paper are finite. The main aim in this note is receipt bounds of derived

π-length for a π-soluble group depending on nilpotent π-length and derived length of π-Hall subgroups.

Введение

Рассматриваются только конечные группы. Все используемые понятия и обозна-
чения соответствуют, принятым в [1].

Пусть Eπ′ – формация всех π′-групп, а F – одна из следующих формаций:
Aπ – формация всех абелевых π-групп;
Nπ – формация всех нильпотентных π-групп;
Sπ – формация всех разрешимых π-групп.
Произведение Eπ′F является формацией. Ясно, что формация Eπ′F состоит из π′-

замкнутых групп с π-холловой подгруппой, принадлежащей F. Ясно также, что

Eπ′Aπ ⊆ Eπ′Nπ ⊆ Eπ′Sπ.

Если G – неединичная π-разрешимая группа, то G ̸= GEπ′F. Поэтому G ∈ (Eπ′F)(t)Eπ′ ,
для некоторого натурального t. Если

G ∈ (Eπ′F)(t)Eπ′\(Eπ′F)(t−1)Eπ′ ,

то число t назовем F-длиной группы G и обозначим через lFπ(G).
При F = Aπ вместо lAπ

π (G) будем писать laπ(G) и говорить о производной π-длине
группы G. При π(G) ⊆ π получаем определение производной длины разрешимой
группы G, которую будем обозначать через d(G).

Если F = Nπ, то вместо lNπ
π (G) будем писать lnπ(G) и говорить о нильпотентной

π-длине группы G. При π(G) ⊆ π получаем определение нильпотентной длины раз-
решимой группы G, которую будем обозначать через n(G).

Если F = Sπ, то вместо lSπ
π (G) будем писать lπ(G) и говорить о π-длине группы G.

При π(G) ⊆ π получаем, что lπ(G) = 1. При π = {p} и F = Np получаем определение
p-длины p-разрешимой группы, предложенное Ф. Холлом и Г. Хигменом. Элемен-
тарная теория p-длины изложена в [2]. Обзор результатов по p-длине содержится в
статье В.Д. Мазурова [3]. Отдельные результаты о p-длине легко переносились на
π-длину π-разрешимых групп.
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Для единичной группы E положим laπ(E) = lnπ(E) = lπ(E) = 0. Ясно, что
laπ(G) 6 lnπ(G) 6 lπ(G) для любой π-разрешимой группы G.

В работах [4]-[7] исследовалась зависимость lnπ(G) и lπ(G) от производной длины
π-холловой подгруппы π-разрешимой группы G. В частности, в [7] доказано, что
lnπ(G) 6 d(G), если 2 ̸∈ π. Здесь Gπ − π-холловая подгруппа группы G.

В настоящей заметке исследуется зависимость производной π-длины laπ(G) π-
разрешимой группы G с нильпотентной π-длиной lnπ(G) группы G и производной
длиной d(Gπ) ее π-холловой подгруппы.

Вспомогательные утверждения

Пусть G− π-разрешимая группа. Введем (π′, πa)∗-ряд группы G:

G = A0 > B0 > A1 > B1 > . . . > At > Bt = 1,

где B0 = GEπ′ = Oπ′
(G) – наименьшая нормальная подгруппа группы G, факторгруп-

па по которой G/B0−π′-группа; A0 = GAπ – наименьшая нормальная подгруппа груп-
пы G, факторгруппа по которой G/A0 – абелева π-группа; . . . ; Bi = A

Eπ′
i = Oπ′

(G) –
наименьшая нормальная подгруппа группы Ai, факторгруппа по которой Ai/Bi−π′-
группа; Ai+1 = BAπ

i – наименьшая нормальная подгруппа группы Bi, факторгруппа
по которой Bi/Ai+1 – абелева π-группа. Наименьшее натуральное число t, для ко-
торого Bt = 1, назовем производной π-длиной группы G и обозначим через laπ(G).
Ясно, что laπ(G/Bi) = t− i, i 6 t = lnπ(G), а laπ(Ai) = t− i.

Лемма 1. GEπ′ = (GEπ′ )Eπ′ ; GAπ = (GAπ)Aπ .

Доказательство. Пусть K = (GEπ′ )Eπ′ – наименьшая нормальная подгруппа группы
GHπ′ , факторгруппа по которой GEπ′/K−π-группа. Так как K char GEπ′ �G, то K�G.
Теперь |G : K| = |G : GEπ′ | · |GEπ′ : K| − π′-группа. Отсюда, GEπ′ 6 K, следовательно,
GEπ′ = K. Аналогично доказывается и второе равенство. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть G – π-разрешимая группа. Тогда следующие условия эквивалент-
ны:

(1) laπ(G) 6 1;
(2) (GEπ′ )Aπ − π′-группа.

Доказательство следует из определения производной π-длины и предыдущей лем-
мы.

Лемма 3. Пусть G − π-разрешимая группа. Тогда в любом (π′, πa)-ряде группы G

число неединичных абелевых π-факторов не меньше, чем laπ(G).

Доказательство. Так как GAπ – наименьшая нормальная подгруппа группы G,
факторгруппа по которой G/GAπ – абелева π-группа, то если:

1 = Gk 6 Gk−1 6 . . . 6 Gi 6 Gi+1 6 . . . 6 G1 6 G0 = G −
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некоторый (π′, πa)-ряд группы G с абелевыми π-факторами, то в силу включения
Gi+1 > GAπ

i , i = 1, . . . , k, число абелевых π-факторов не меньше производной π-
длины группы G. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть G – π-разрешимая группа. Тогда:
(1) если H 6 G, то laπ(H) 6 laπ(G);
(2) если N � G, то laπ(G/N) 6 laπ(G);
(3) laπ(G/(N1 ∩N2)) 6 laπ(G/N1 ×G/N2).

Доказательство. (1): Пересекая (π′, πa)∗-ряд группы G с подгруппой H, получа-
ем:

H = G∩H = (A0∩H) > (B0∩H) > (A1∩H) > (B1∩H) > . . . > (At∩H) > (Bt∩H) = 1∩H = H.

Так как H∩Bi�H, H∩Ai�H, и (Bi∩H)/(Ai∩H) – π′-группа, то полученный
ряд – (π′, πa)-ряд группы H. Согласно лемме 3 laπ(H) 6 laπ(G).

(2): Так как (G/N)F = GFN/N , где F – некоторая формация, то (π′, πa)∗-ряд группы
G будет (π′, πa)-рядом группы G/N вида:

G/N = A0N/N > B0N/N > A1N/N > B1N/N > . . . > AtN/N > BtN/N = 1,

так как его факторы являются либо абелевыми π-факторами, так как
|(AiN/N)/(BiN/N)| = |AiN/BiN | = |Ai:Bi|

|(Ai∩N):(Bi∩N)| – π-число, либо π′-
факторами, так как |(BiN/N)/(Ai+1N/N)| = |BiN/Ai+1N | = |Bi:Ai+1|

|(Bi∩N):(Ai+1∩N)|
– π′-число. По лемме 3 laπ(G/N) 6 laπ(G).

(3): Так как G/(N1 ∩ N2) ≃ G/N1 × G/N2 и
(G/(N1 ∩ N2))

F = GF(N1 ∩ N2)/(N1 ∩ N2) ≃ GFN1/N1 × GFN2/N2, то
laπ(G/(N1 ∩N2) 6 laπ(G/N1 ×G/N2) = maxi=1,2 l

a
π(G/Ni). Лемма доказана.

Лемма 5. Класс всех π-разрешимых групп с производной π-длиной не превышаю-
щей некоторого натурального числа k образует наследственную радикальную фор-
мацию. Обозначим этот класс через La

π(k) = {G ∈ Sπ|laπ(G) 6 k}.

Доказательство. (1) Пусть G ∈ La
π(k), N � G. Тогда N – π-разрешимая группа

как подгруппа π-разрешимых групп и по лемме 4 laπ(G/N) 6 laπ(G) 6 k. Таким
образом, G/N ∈ La

π(k).
(2) Пусть N1, N2 ∈ La

π(k). Тогда N1 ×N2 – π-разрешимая группа как прямое про-
изведение π-разрешимых групп и по лемме 4 laπ(N1 ×N2) = maxi=1,2 l

a
π(Ni) 6 k.

Таким образом, N1 ×N2 ∈ La
π(k).

Таким образом, La
π(k) – формация.

(3) Пусть G ∈ La
π(k), H 6 G. Тогда N – π-разрешимая группа как подгруппа π-

разрешимой группы по лемме 4 laπ(H) 6 laπ(G) 6 k. Таким образом, H ∈ La
π(k)

и формация La
π(k) наследственная. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть G ̸=∈ La
π(k), но N � G, N ̸= E и G/N ∈ La

π(k). Тогда:
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(1) в группе G существует единственная минимальная нормальная подгруппа N ;
(2) F (G) – p-группа, p ∈ π;
(3) в группе G существует такая минимальная подгруппа M , что G = FM и

F ∩M = Φ(G);
(4) GEπ′ = 1.

Доказательство. (1) Пусть в группе G существуют две различные мини-
мальные нормальные подгруппы N1 и N2. Тогда G ≃ G/(N1 ∩ N2) и
laπ(G) = laπ(G/(N1 ∩N2) 6 maxi=1,2{laπ(G/Ni)} 6 k, противоречие.

(2) Так как F (G)/Φ(G) – p-группа, p ∈ π, то F (G) – p-группа, p ∈ π.
(3) Пусть Φ(G) ̸= 1. Так как F (G) 
 Φ(G), то существует такая макси-

мальная подгруппа M группы G, что F (G) 
 M и G = F (G)M . Пусть
K = F (G) ∩ M . Ясно, что K � F (G) и Φ(G) 6 K. С другой стороны,
Φ(G) = F (G) ∩ Φ(G) = F (G) ∩ (∩H<·GH) = ∩H<·G(F (G) ∩ H) > K. Таким
образом, Φ(G) = F (G) ∩M .

(4) Так как laπ(G/GEπ′ ) = laπ(G), то можно считать, что GEπ′ = 1. Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть G – p-разрешимая группа. Следующие два условия эквивалентны:

(1) силовские p-подгруппы группы G абелевы;
(2) lap(G) = 1.

Доказательство. Пусть G – p- разрешимая группа с абелевыми силовскими p-
подгруппами. Тогда lp(G) 6 1, т.е. (p′, p)∗-ряд группы G имеет вид:

1 � GpOp′(G)/Op′(G) � G/Op′(G)

или
1 � Op′(G) � GpOp′(G) � G.

Отсюда, lap(G) = 1. Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть G – π-разрешимая группа. Следующие два условия эквивалентны:

(1) π-холловые подгруппы группы G абелевы;
(2) laπ(G) = 1.

Доказательство. Пусть G – π-разрешимая группа с абелевыми π-холловыми под-
группами. Тогда lπ(G) 6 1, т.е. (π′, π)n-ряд группы G имеет вид:

1 � GπOπ′(G)/Oπ′(G) � G/Oπ′(G)

или
1 � Oπ′(G) � GπOπ′(G) � G.

Отсюда, laπ(G) = 1. Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана.
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Оценки производной π-длины π-разрешимой группы

Теорема 1. Пусть G – p-разрешимая группа. Тогда d(Gp) 6 lap(G) 6 lp(G) · d(Gp).

Доказательство. Пусть G – разрешимая группа. Рассмотрим (p′, pa)∗-ряд группы
G:

G = A0 > B0 > A1 > B1 > . . . > At > Bt = 1.

Так как факторы Ai/Bi – абелевые p-группы, то по теореме Миллера Ai > G
(i)
p ,

i = 1, 2, . . . , t. Отсюда, d(Gp) > lap(G). Левая часть неравенства доказана.
Рассмотрим теперь (p′, p)∗-ряд группы G:

1 = P0 6 N0 < P1 < N1 < . . . < Pk 6 Nk = G.

p′-факторы этого ряда оставляем без изменения, а p-факторы уплотним следующим
образом:

. . . < Ni < P
(t)
i+1 < P

(t−1)
i+1 < . . . < P ′

i+1 < Pi+1 < Ni+1 < . . . .

Таким образом, получим (p′, pa)-ряд группы G. Число добавленных абелевых p-
подгрупп для каждого i = 1, 2, . . . , k не превышает производной длины d(Gp) силов-
ской p-подгруппы группы G. Следовательно, lap(G) 6 lp(G) ·d(Gp). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть G – π-разрешимая группа. Тогда d(Gπ) 6 laπ(G) 6 lπ(G) · d(Gπ).

Доказательство. Пусть G – разрешимая группа. Рассмотрим (π′, πa)∗-ряд груп-
пы G:

G = A0 > B0 > A1 > B1 > . . . > At > Bt = 1.

Так как факторы Ai/Bi – абелевые π-группы, то по теореме Миллера Ai > G
(i)
π ,

i = 1, 2, . . . , t. Отсюда, d(Gπ) > laπ(G). Левая часть неравенства доказана.
Докажем правую часть. Рассмотрим (π′, π)∗-ряд группы G:

1 = P0 6 N0 < P1 < N1 < . . . < Pk 6 Nk = G.

π′-факторы этого ряда оставляем без изменения, а π-факторы уплотним следующим
образом:

. . . < Ni < P
(t)
i+1 < P

(t−1)
i+1 < . . . < P ′

i+1 < Pi+1 < Ni+1 < . . . .

Таким образом, получим (π′, πa)-ряд группы G. Число добавленных абелевых π-
подгрупп для каждого i = 1, 2, . . . , k не превышает производной длины d(Gπ) π-
холловой подгруппы группы G. Следовательно, laπ(G) 6 lπ(G) · d(Gπ). Теорема дока-
зана.
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Заключение

Полученные результаты являются первоначальными оценками, устанавливающи-
ми зависимость производной π-длины laπ(G) π-разрешимой группы G с нильпотент-
ной π-длиной lnπ(G) группы G и производной длиной d(Gπ) ее π-холловой подгруппы.
В дальнейшем можно исследовать зависимость производной π-длины π-разрешимой
группы G от строения π-холловой или силовских p-подгрупп, p ∈ π, или от строения
центральных пересечений ее подгруппы.
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