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Abstract.
The minimax estimations of the scalar product ⟨l, x(N)⟩ are obtained on the basis of observations

y(k) = H(k)x(k) + η(k) up to N − 1 moment assuming that l ∈ L ⊆ Rn, x(k) is a solution of the
difference equation S(k + 1)x(k + 1) = A(k)x(k) + f(k), x(0) = f0 with some rectangular matrix S(k)

of rank p(k), f0, f(k) – are unknown vectors, η(k) – is random vector with unknown correlation matrix
R(k), Mη(k) ≡ 0.

Вступ

Лiнiйнi рiзницевi рiвняння вигляду

S(k + 1)x(k + 1) = A(k)x(k) + f(k), x(0) = f0, k = 0, N − 1 (0.1)
з прямокутною матрицею S(k + 1) рангу p(k + 1) зустрiчаються, зокрема, у теорiї
керування [1] та економiцi (модель Леонтьєва). Iншi приклади виникнення рiвнянь
такого типу можна знайти в оглядi [1]. У лiтературi [1] рiвняння типу (0.1) зi сталою
матрицею при x(k + 1) дiстали назву «сингулярних».

Якщо вiдомо, що рiвняння (0.1) має непорожню множину розв’язкiв i спостерiга-
ється вектор y(k) вигляду

y(k) = H(k)x(k) + η(k), k = 0, N − 1, (0.2)
причому початкове значення f0 детермiнованi збурення f(k) системи (0.1) та випад-
ковi шуми η(k) у каналi спостереження (0.2) - невiдомi, то, природним чином, постає
задача апроксимацiї розв’язкiв (0.1) за спостереженнями (0.2) - так звана задача
спостереження. У тому випадку, коли вектор (f0, f(0) . . . f(N − 1)) та матриця

R = diag{Mη(0)ηT (0) . . .Mη(N − 1)ηT (N − 1)}
є елементами деяких наперед заданих пiдмножин G1, G2 у вiдповiдних просторах,
ефективним засобом для вiдновлення розв’язкiв (0.1) на основi (0.2) є мiнiмаксний
пiдхiд. Для узагальнених задач спостереження останнiй полягає у апроксимацiї лi-
нiйної функцiї l = ⟨l, x(N)⟩ оптимальною у мiнiмаксному сенсi афiнною функцiєю
l̂ = ⟨û, y⟩+ ĉ, де û ∈ U , x(k) – деякий розв’язок (0.1), y = (y(0) . . . y(N − 1)). Останнє
означає, що максимальне вiдхилення афiнної функцiї l̂ вiд оцiнюваного виразу l не
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перевищує максимального вiдхилення вiд l будь-якої iншої афiнної функцiї ⟨u, y⟩+ c,
породженої довiльним вектором u ∈ U i скаляром c ∈ R.

У [2] представлено огляд журнальних публiкацiй та монографiй, де, зокрема, роз-
глядалися мiнiмакснi задачi спостереження для лiнiйних рiзницевих рiвнянь вигля-
ду (0.1) з одиничною матрицею при x(k+1). У запропованiй роботi розглядається мi-
нiмаксна задача спостереження (оцiнювання) для рiвняння (0.1). Припускається, що
G1 — зв’язна компактна пiдмножина скiнченномiрного евклiдового простору, G2 —
компакт вiдповiдного простору симетричних невiд’ємно означених матриць. У кон-
текстi теорiї мiнiмаксних оцiнок [2]-[3] такi постановки задач розглядаються вперше.
Слiд зауважити, що мiнiмакснi задачi спостереження для (0.1) в силу скiнченномiр-
ностi просторiв, яким належать розв’язки (0.1) та спостереження (0.2), спорiдненi у
цьому сенсi задачам гарантованого оцiнування розв’язкiв систем лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь, якi дослiджувалися у [4]-[5].

Постановка задачi

Розглянемо лiнiйне рiзницеве рiвняння вигляду:

S(k + 1)x(k + 1) = A(k)x(k) + f(k), x(0) = f0, k = 0, N − 1, (1)

де S(k + 1) — m × n-матриця рангу p(k + 1), A(k) — деяка m × n-матриця,
f0 ∈ Rn, f(k) ∈ Rm, k = 0, N − 1. Припустемо, що множина розв’язкiв (1) непорожня
i спостереження за станом системи (1) мають вигляд:

y(k) = H(k)x(k) + η(k), y(k) ∈ Rl, k = 0, N − 1, (2)

де H(k) — вiдома l × n-матриця, x(k), k = 0, N − 1 задовольняє (1), η(k) ∈ Rl —
випадковий вектор, R(k) = Mη(k)ηT (k). Припустимо також, що математичне спо-
вiдання Mη(k) вiдомо. Тодi, без витрати загальностi, вважатимемо, що Mη(k) = 0.
Нехай вектор f = (f0, f(0), . . . , f(N−1)) та матриця R = diag{R(0) . . . R(N−1)} невi-
домi, причому f належить зв’язнiй компактнiй множинi G1 вiдповiдного евклiдового
простору, R є елементом компакту G2 у просторi симетричних невiд’ємно означених
матриць вiдповiдного порядку. Задача мiнiмаксного спостереження, яку далi у текстi
будемо називати задачею мiнiмаксного оцiнування, полягає у знаходженнi оптималь-
ної у мiнiмаксному сенсi оцiнки виразу 1 ⟨l, x(N)⟩, де l ∈ L ⊆ Rn, за спостереженнями
до N − 1-моменту включно у виглядi:

̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩+ ĉ, û(k) ∈ Rm, ĉ ∈ R. (3)

Зауваження. Поставлена задача еквiвалентна побудовi однокрокового мiнiмаксного
екстраполятора [2] лiнiйної функцiї на станах системи (1).

1Через ⟨·, ·⟩ позначено скалярний добуток у вiдповiдному евклiдовому просторi
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Задачi мiнiмаксного оцiнювання для рiзницевих рiвнянь

Введемо поняття середньоквадратичних мiнiмаксних оцiнки та похибки.

Означення 1. Оцiнку
̂̂⟨l, x(N)⟩ вигляду (3), що знаходиться з умови:

inf
U ,R

sup
G̃,G2,N∗

M |⟨l, x(N)⟩ − ̂⟨l, x(N)⟩|2 = sup
G̃,G2,N∗

M |⟨l, x(N)⟩ − ̂̂⟨l, x(N)⟩|2

назвемо середньоквадратичною мiнiмаксною оцiнкою.

Вираз σ = supG̃,G2,N∗ M |⟨l, x(N)⟩ − ̂̂⟨l, x(N)⟩|2 назвемо мiнiмаксною середньоквадра-
тичною похибкою оцiнювання.

Зауваження. Явний вигляд множин U ⊆ Rm × · · · × Rm, N∗ ⊆ Rn × · · · × Rn та
G̃ ⊆ G1 буде встановлено нижче.

Перейдемо до знаходження мiнiмаксної оцiнки виразу ⟨l, x(N)⟩. З цiєю метою з’я-
суємо структуру множини розв’язкiв (1). Позначимо через S+(k) матрицю, псевдо-
обернену [6] до S(k), через N(S(k)) — ядро матрицi S(k). Вiдомо [6], що матрицi 2

P̃(k) = E − S(k)S+(k) та P(k) = E − S+(k)S(k) вiдповiдають ортопроекторам на
пiдпростори N(ST (k)) та N(S(k)) вiдповiдно. Зрозумiло, що множина розв’язкiв (1)
непорожня лише тодi, коли при кожному k = 0, N − 1 права частина (1) лежить у
образi матрицi S(k), що еквiвалентно виконанню таких умов:

P̃(k + 1)A(k)x(k) + P̃(k + 1)f(k) = 0, k = 0, N − 1. (4)

Покладемо B(k) = S+(k). Якщо при кожному k справджуються умови (4), то (1)
еквiвалентне наступному рiвнянню:

x(k + 1) = B(k + 1)A(k)x(k) +B(k + 1)f(k) +P(k + 1)vk+1
, x(0) = f0, vk+1 ∈ Rn. (5)

Помiтимо, що умови (4) являють собою деякi спiввiдношення мiж векторами f0, f(k)

та vk+1. Для того, щоб знайти їх явно, введемо матрицю Φ(k, s), яка знаходиться
з рiвняння: Φ(t + 1, s) = B(t + 1)A(t)Φ(t, s), Φ(s, s) = E. Тодi кожен розв’язок (5)
можна подати у виглядi:

x(k) = Φ(k, 0)x(0) +
k∑

s=1

Φ(k, s)B(s)f(s− 1) +
k∑

s=1

Φ(k, s)P(s)vs. (6)

Пiдставляючи (6) до (4), одержимо шукане спiввiдношення:

P̃(k + 1)A(k)[Φ(k, 0)f0 +
k∑

s=1

Φ(k, s)(B(s)f(s− 1) + P(s)vs)] + P̃(k + 1)f(k) = 0. (7)

2Тут i далi по тексту черещ E позначено одиничну матрицю вiдповiдного порядку
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Введемо вектор v = (v1 . . . vN) ∈ N∗ та блочну матрицю P = diag{P(1) . . .P(N)}.
Зрозумiло, що спiввiдношення (7) виконуються при кожному k, якщо має мiсце рiв-
нiсть:

D̃f + C̃Pv = 0 (∗),

де C̃ =


0m×n 0m×n . . . 0m×n

P̃(2)A(1) 0m×n . . . 0m×n

. . . . . . . . . . . .

P̃(N)A(N − 1)Φ(N − 1, 1) P̃(N)A(N − 1)Φ(N − 1, 2) . . . 0m×n

 ,

D̃ =


P̃(1)A(0) P̃(1) 0m×n . . . 0m×n

P̃(2)A(1)Φ(1,0) P̃(2)A(1)B(1) P̃(2) . . . 0m×n

. . . . . . . . . . . .

P̃(N)A(N−1)Φ(N−1,0) P̃(N)A(N−1)Φ(N−1,1)B(1) P̃(N)A(N−1)Φ(N−1,2)B(2) . . . P̃(N)

 .

Покладемо P̃ = E − C̃P [C̃P ]+, P = E − [C̃P ] + C̃P . Розв’язуючи (*) вiдносно v,
одержимо:

v = −[C̃P ]+D̃f +Pd, d ∈ Rn × . . .× Rn, (8)

P̃D̃f = 0. (9)

Спiввiдношення (8)-(9), зокрема, означають, що N∗ — це афiнна пiдмножина
Rn × . . . × Rn, утворена векторами v вигляду (8), а G̃ = {f ∈ G1 : P̃D̃f = 0}.
Сформулюємо одержаний результат у виглядi твердження.

Твердження 1. Множина розв’язкiв системи (1) X1 непорожня тодi i лише тодi,
коли G̃ ̸= ∅. Якщо G̃ ̸= ∅, то X1 збiшається з множиною розв’язкiв (5), причому
вектори f та v, компонентами яких є f0, f(k) та vk з правих частин (5), задо-
вольняють спiввiдношення (9) та (8) вiдповiдно.

Наслiдок 1. Якщо G1 — опукла множина i ∀f ∈ G1 ⇒ −f ∈ G1, то X1 ̸= ∅.

На пiдставi цього твердження ми можемо поставлену задачу замiнити еквiвален-
тною задачею мiнiмаксного оцiнування для рiвняння (5) за спостереженнями (2).
Перейдемо до розв’язання останньої, припускаючи, що G̃ ̸= ∅.
Введемо вектор z(k), що знаходиться з рiвняння:

z(k) = AT (k + 1)BT (k + 2)z(k + 1)−HT (k + 1)u(k + 1), z(N − 1) = l, k = −1, N − 1.

Означимо матрицею Ψ(k, s) за допомогою рекуррентного спiввiдношення:

Ψ(t, s) = AT (t+ 1)BT (t+ 2)Ψ(t+ 1, s), Ψ(s, s) = E, k = −1, N − 1.

Тодi, з урахуванням означення Ψ(k, s), для z(k) справедливе подання:

z(k) = Ψ(k,N − 1)z(N − 1)−
N−2∑
s=k

Ψ(k, s)HT (s+ 1)u(s+ 1). (10)
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Введемо вектори z = (z(−1), z(0), . . . , z(N − 1)), u = (u(0), . . . , u(N − 1)) та бочнi

матрицi B̃ = diag{En×n, B
T (1), . . . , BT (N)}, T =


0m×n 0m×n . . . 0m×n

Em×n 0m×n . . . 0m×n

. . . . . . . . . . . .

0m×n 0m×n . . . Em×n

.

Покладемо R(u) = supG2
M⟨u, η⟩, R(z, u) = infG̃,N∗ [α], R(z, u) = supG̃,N∗ [α],

R(z, u) = 1
2
(R(z, u)−R(z, u)), α = ⟨B∗z, f⟩+ ⟨PPT T z, d⟩, B∗ = B̃ − D̃T [PC̃T ]+PT T .

Неважко помiтити, що, взагалi кажучи: R(z, u) 6 +∞, R(z, u) > −∞.
Введемо множину U = {u : ⟨PPT T z, d⟩ = 0}. Якщо U — непорожня мно-

жина, то ∀u ∈ U вирази R(z, u), R(z, u) скiнченi. З’ясуємо умови, за яких
U ̸= ∅. Якщо розбити P на квадратнi блоки P(i, j) порядку n, то легко пере-
конатися, що U = {u :

∑N
j=1 P(i, j)P(j)z(j − 1) = 0, i = 1, N}. Покладемо

H̃(i, s+ 1) =
∑s+1

j=1 P(i, j)P(j)Ψ(j − 1, s)HT (s+ 1), H̃(i, 0) = 0n×l.
Введемо матрицю V (i) =

∑N
j=1 P(i, j)P(j)Ψ(j − 1, N − 1). Тодi, враховуючи пред-

ставлення (10), одержимо:

U = {u = (u(0) . . . u(N − 1)) : V (i)l =
N−2∑
s=0

H̃(i, s+ 1)u(s+ 1), i = 1, N}. (11)

Зауважимо, що сукупнiсть лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, за допомогою яких ви-
ще було означено множину U , утворює у вiдповiдальному просторi систему вигляду
V l = H̃u. Введемо множину L = {l : [E − H̃H̃+]V l = 0}.

Надалi обмежимося розглядом лише тих рiвнянь типу (1), для яких dimL > 0.
Отже, якщо l ∈ L, то U — непорожня замкнена множина. Покажемо, що справедлива

Теорема 1. Якщо множина U = arg infU(R
2(z, u) + R2(u)) непорожня, G̃ ̸= ∅, а

l ∈ L, то мiнiмаксна оцiнка скаляроного добутку ⟨l, x(N)⟩, де x(k) знаходиться з
рiвняння (5), має вигляд:

̂̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩+ ĉ, û ∈ U , ĉ = R∗(ẑ, û) =
1

2
(R(ẑ, û) +R(ẑ, û)).

При цьому σ = supG̃,G2
M |⟨l, x(N)⟩ − ̂̂⟨l, x(N)⟩|2 = R2(ẑ, û) +R2(û).

Доведення. Помiтимо, що ⟨l, x(N)⟩ = ⟨z(N − 1), x(N)⟩, звiдки:

⟨l, x(N)⟩ − ⟨z(−1), x(0)⟩ =
N−1∑
k=0

(⟨z(k), x(k + 1)⟩ − ⟨z(k − 1), x(k)⟩) =

=
N−1∑
k=0

[⟨z(k), B(k + 1)f(k)⟩+ ⟨x(k), HT (k)u(k)⟩+ ⟨z(k),P(k + 1)vk+1⟩].
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Тому, враховуючи (3), (8), будемо мати:

⟨l, x(N)⟩ − ̂⟨l, x(N)⟩ = ⟨z(−1), f0⟩+
N−1∑
k=0

(⟨BT (k + 1)z(k), f(k)⟩ − ⟨u(k), η(k)⟩)+

+
N−1∑
k=0

⟨z(k),P(k + 1)vk+1⟩ − c = ⟨B∗z, f⟩ − ⟨u, η⟩ − c+ ⟨PPT T z, d⟩.

Вiдтак ∀u ∈ U , враховуючи рiвнiсть sup|k|6d|k − b| = d+ |b|, одержимо:

sup
G̃,G2,N∗

M |⟨l, x(N)⟩ − ̂⟨l, x(N)⟩|2 = sup
G̃,G2

M |⟨B∗z, f⟩ − ⟨u, η⟩ − c|2 = sup
G2

M⟨u, η⟩2+

+sup
G̃

[⟨B∗z, f⟩ − c]2 = (R(z, u) + |c−R∗(z, u)|)2 +R2(u) > inf
U
(R2(z, u) +R2(u)).

Зрозумiло, що infU ,R supG̃,G2,N∗ M |⟨l, x(N)⟩− ̂⟨l, x(N)⟩|2 = R2(ẑ, û)+R2(û), якщо u = û,
c = ĉ, де ẑ(k) знаходиться з (10) при u(k) = û(k).�

Наслiдок 2. Якщо умови наслiдку 1 виконано, l ∈ L i Ũ ̸= ∅, то ĉ = 0.

Доведення. Очевидно, для цього випадку ∀u ∈ U : R(z, u) = −R(z, u). Тепер зали-
шилося застосувати теорему, умови якої, як легко бачити, справджуються. �

Задачi мiнiмаксного оцiнювання з квадратичнимим обмеженнями

Побудуємо мiнiмаксну оцiнку виразу ⟨l, x(N)⟩, l ∈ L для того випадку, коли:

G1 = {f : ⟨Q0f0, f0⟩+
N−1∑
k=0

⟨Q(k)f(k), f(k)⟩ 6 1}, Q0 > 0, Q(k) > 0,

G2 = {R :
N−1∑
k=0

trΘ(k)R(k) 6 1}, Θ(k) > 0, tr− слiд матрицi.

(12)

Оскiльки R
2
(z, u) + R2(u) — невiд’ємна монотонно зростаюча неперервна фун-

цкiя, як це випливає з означення R(z, u), R(u) та узагальненої нерiвностi Кошi-
Буняковського [3], то, автоматично, Ũ ̸= ∅. Отже, для цього випадку виконуються
умови наслiдку 2. Перщ нiж сформулювати основний результат для задач з ква-
дратичними обмеженнями — теорему про вигляд мiнiмаксних оцiнки та похибки —
введемо деякi допомiжнi позначення. А саме, покладемо:

D = (E − D̃T P̃[P̃D̃Q−1D̃T P̃]+P̃D̃Q−1)(B̃ − D̃T [PC̃T ]+PT T ). (13)

Подамо D у виглядi блочної матрицi D =

 D(−1,−1) . . . D(−1, N − 1)

. . . . . . . . .

D(N − 1,−1) . . . D(N − 1, N − 1)

 ,

де блоки D(−1, j) — це квадратнi матрицi порядку n, а решта — m× n-матрицi.
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Означимо блочнi матрицi

H̃T =

 H̃T (1, 0) . . . H̃T (N, 0)

. . . . . . . . .

H̃T (1, N − 1) . . . H̃T (N,N − 1)

 ,

K =

 K(0)

. . .

K(N − 1)

 , V =

 V (1)

. . .

V (N)

 , H =

0n×l H̃(1, 1) . . . H̃(1, N − 1)

. . . . . . . . .

0n×l H̃(N, 1) . . . H̃(N,N − 1)

 ,

K(j) =
∑N−1

k=−1H(j)D̃T (k, j − 1)Q−1(k)D̃(k,N − 1), D̃(k, s) =
∑s

i=−1 D(k, i)Ψ(i, s).

Введемо квадратну матрицю 3 Q̃ порядку lN , що складається з N ×N блокiв вигля-
ду: Q̃(j + 1, s+ 1) =

∑N−1
k=−1{H(j + 1)D̃T (k, j)Q−1(k)D̃(k, s)HT (s+ 1)}, якщо j ̸= s та

Q̃(j + 1, j + 1) =
∑N−1

k=−1{H(j + 1)D̃T (k, j)Q−1(k)D̃(k, j)HT (j + 1) + Θ−1(j + 1)}.
Покладемо λ = (λ(1)| . . . |λ(N)), Γ = Q̃−1(H̃T [HQ̃−1H̃T ]+(V − Q̃−1K) +K.) Подамо Γ

у виглядi блочної матрицi Γ =

 Γ(0)

. . .

Γ(N − 1)

, де блок Γ(k) — це l × n-матриця.

Введемо матрицю D(k) = D̃(k,N−1)−
∑N−2

s=−1 D̃(k, s)HT (s+1)Γ(s+1). Покладемо
∆ =

∑N−1
k=−1D

T (k)Q−1(k)D(k) +
∑N−1

k=0 ΓT (k)Θ−1(k)Γ(k). Має мiсце

Теорема 2. Якщо l ∈ L, то мiнiмаксна оцiнка скалярного добутку ⟨l, x(N)⟩, де x(k)

знаходиться з (1), має вигляд:

̂̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩ = ⟨l, x̂⟩,

де û(k) = Γ(k)l, x̂(k) = ΓT (k)y(k), k = 0, N − 1, x̂ =
∑N−1

k=0 x̂(k). При цьому

σ = sup
G̃,G2

M |⟨l, x(N)⟩ − ̂̂⟨l, x(N)⟩|2 = ⟨∆l, l⟩.

Доведення. Згiдно наслiдку 2 для знаходження мiнiмаксної оцiнки потрi-
бно розв’язати задачу оптимiзацiї R

2
(z, u) + R2(u) = I(u) → infU . Обчислимо

R2(u). Для цього введемо блочну матрицю Θ = diag{θ(0), . . . , θ(N − 1)}. Тодi,
згiдно узагальненої нерiвностi Кошi: M⟨u, η⟩2 6 M⟨Θη, η⟩⟨Θ−1u, u⟩, звiдки, бе-
ручи до уваги вигляд множини G2, одержимо: R2(u) =

∑N−1
k=0 ⟨Θ−1(k)u(k), u(k)⟩.

Обчислимо R(z, u). З цiєю метою, враховуючи вигляд G̃, введемо функцiю Ла-
гранжа F (µ, f) = ⟨B∗z, f⟩ − ⟨P̃D̃f, µ⟩. Означимо вектор z̃ = B∗z − D̃T P̃µ.
Введемо блочну матрицю Q = diag{Q0, Q(0), . . . , Q(N − 1)}. Тодi
R(z, u) = supG1

|F (µ, f)| = supG1
|⟨z̃, f⟩| = ⟨Q−1z̃, z̃⟩ 1

2 , звiдки видно, що вектор z̃ є

3Нижче буде показано, що Q̃ має обернену.
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нормальним до множини G1 у точцi f̂ = ⟨Q−1z̃, z̃⟩ 1
2Q−1z̃. Зважаючи на це та взявши

до уваги (9), одержимо рiвняння для знаходження µ : P̃D̃Q−1B∗z = P̃D̃Q−1D̃T P̃µ.
Помiтимо, що множина розв’язкiв цього рiвняння непорожня, оскiльки множник Ла-
гранжа µ iснує, i збiгається з arg inf Υ(µ), де Υ(µ) = ⟨Q−1z̃, z̃⟩ — квадратична функцiя
вiд µ. На цiй пiдставi покладемо µ = [P̃D̃Q−1D̃T P̃]+P̃D̃Q−1(B̃ − D̃T (PC̃T )+PT T )z.
Тодi, з урахуванням (13), R

2
(z, u) = ⟨Q−1Dz,Dz⟩. Отже, I(u) — строго опу-

кла функцiя, тому arg inf I складається рiвно з одної точки, звiдки Ũ = {û}.
Знайдемо û у явному виглядi. З цiєю метою перетворимо I(u). Враховуючи
розбиття матрицi D на блоки D(i, j)i,j=−1,N−1, описане вище, введемо вектор
p(k) =

∑N−1
i=−1 D(k, i)z(i), k = −1, N − 1. Якщо формально покласти Q(−1) = Q0, то

I(u) =
∑N−1

k=−1⟨Q−1(k)p(k), p(k)⟩+
∑N−1

k=0 ⟨Θ−1(k)u(k), u(k)⟩.
Обчислимо infU I(u). Для цього, враховуючи вигляд множини U (11), введемо

функцiю Лагранжа: Fλ(u) = I(u) − 2
∑N−2

j=−1⟨
∑N

s=1 H̃
T (s, j + 1)λ(s), u(j + 1)⟩. Зна-

йдемо û з умови: d
dτ
Fλ(û + τv)|τ=0 ≡ 0. Беручи до уваги (10), подамо p(k) у

виглядi: p(k) = D̃(k,N − 1)l −
∑N−2

s=−1 D̃(k, s)HT (s + 1)u(s + 1), k = −1, N − 1.
Очевидно d

dτ
p(k) = −

∑N−2
s=−1 D̃(k, s)HT (s + 1)v(s + 1). Легко перевiрити, що:

d
dτ
Fλ(û+ τv)|τ=0 = 2

∑N−1
j,s=0⟨v(j), Q̃(j, s)û(s)− H̃T (s+ 1, j)λ(s+ 1)−K(j)l⟩.

З тотожностi d
dτ
F (û+ τv, λ)|τ=0 ≡ 0, враховуючи вигляд означених вище блочних

матриць Q̃, H̃T та K, знаходимо: Q̃û = H̃Tλ+Kl (∗). Вище було показано, що Ũ = {û}.
Тому рiвняння (∗) має єдиний розв’язок: û = Q̃−1(H̃Tλ+Kl).

Знайдемо λ з умови: û ∈ U , яка дає нам лiнiйне алгебраїчне рiвняння ви-
гляду: Hû = V λ. Виходячи з того, що U = {û}, вiзьмемо у якостi λ мiнi-
мальний по нормi розв’язок попереднього рiвняння, який, згiдно [6], має вигляд:
λ = [HQ̃−1H̃T ]+(V − Q̃−1K). Тодi, зважаючи на вигляд матрицi Γ, будемо мати:
û = Γl. Оскiльки û = (û(0) . . . û(N − 1)), то, з урахуванням введеної ранiше блочної
структури Γ, одержимо, що û(k) = Γ(k)l, k = 0, N − 1.

Якщо означити x̂(k) i x̂ так, як це було зроблено у формулюваннi теореми, то∑N−1
k=0 ⟨û(k), y(k)⟩ =

∑N−1
k=0 ⟨l, x̂(k)⟩ = ⟨l, x̂⟩. Зважаючи на вигляд введених вище ма-

триць D(k) та Ω, одержимо σ = I(û) = ⟨Ωl, l⟩. �

Наслiдок 3. Якщо l ∈ L, ранг S(k) не залежить вiд k i збiгається з кiлькiстю
рядкiв S(k), то мiнiмаксна оцiнка скалярного добутку ⟨l, x(N)⟩, де x(k) знаходиться
з (5), має вигляд:

̂̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨l, x̂(k)⟩ = ⟨l, x̂⟩,

û(k) = Γ(k)l, x̂(k) = ΓT (k)y(k), k = 0, N − 1, x̂ =
N−1∑
k=0

x̂(k).
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Вигляд матрицi Γ(k) зберiгається з тою лише рiзницею, що

V (i) = P(i)Ψ(i− 1, N − 1), H̃(i, s+ 1) = P(i)Ψ(i− 1, s)HT (s+ 1),

K(j + 1) =
∑

−16 k6j

H(j + 1)D̃T (k, j)Q−1(k)D̃(k,N − 1),

Q̃(j, s) =

{∑
−16 k6j H(j − 1)D̃T (k, j − 1)Q−1(k)D̃(k, j − 1)HT (j) + Θ−1(j), j = s,∑
−16 k6min(j−1,s−1) H(j)D̃T (k, j − 1)Q−1(k)D̃(k, s− 1)HT (s), j ̸= s;

D̃(k, j) =

{
0, j < k,

D(k, k)Ψ(k, j), j > k;

D(k, k) =

{
E, k = −1,

B(k + 1), k > 0.

Доведення. Оскiльки l ∈ L, то справедливiсть твердження наслiдку про вигляд
оцiнки випливає з теореми. Згiдно умови P̃(k) ≡ 0 ⇒ D̃ = 0, C̃ = 0, звiдки B = E,
тобто B(i, i) = E, B(i, j) = 0, i ̸= j. Безпосередньою перевiркою встановлюється,
що V (i), K(j + 1), H̃(i, s+ 1), Q̃(j, s) означенi так, як у наслiдку. �

Наслiдок 4. Якщо ранг S(k) не залежить вiд k i збiгається з кiлькiстю стовпчи-
кiв S(k), то мiнiмаксна оцiнка скалярного добутку ⟨l, x(N)⟩, де x(k) знаходиться
з (5), має вигляд:

̂̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨l, x̂(k)⟩ = ⟨l, x̂⟩,

û(k) = Γ(k)l, x̂(k) = ΓT (k)y(k), Γ = Q̃−1K, x̂ =
N−1∑
k=0

x̂(k), k = 0, N − 1.

Доведення. Згiдно умови P(k) ≡ 0 ⇒ B = E, V = 0, H̃(i, s + 1) ≡ 0 ⇒ H̃T = 0.

Тому L = Rn i умови теореми виконано. З iншого боку Γ = Q̃−1K. �

Наслiдок 5. Якщо dimN(S(k)) ≡ dimN(ST (k))) ≡ 0, то мiнiмаксна оцiнка скаляр-
ного добутку ⟨l, x(N)⟩, де x(k) знаходиться з (5), має вигляд:

̂̂⟨l, x(N)⟩ =
N−1∑
k=0

⟨û(k), y(k)⟩ = ⟨l, x̂⟩,

де û(k) = Γ(k)l, x̂(k) = ΓT (k)y(k), k = 0, N − 1, x̂ =
∑N−1

k=0 x̂(k).
При цьому V (i) = H̃(i, s + 1) ≡ 0, а D̃(k, j), D(k, k), K(j + 1), Q̃(j, s) означенi

так само, як у наслiдку 2.
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Висновки

У запропонованiй роботi, зокрема, одержано у явному виглядi умови (7) на правi
частини рiзницевого рiвняння (1), виконання яких гарантує, що множина розв’яз-
кiв (1) непорожня i збiгається з множиною розв’язкiв рiвняння вигляду (5). Основним
результатом роботи є побудова мiнiмаксної оцiнки лiнiйної функцiї вiд розв’язку
рiвняння (5) x(k) при k = N за спостереженням вигляду (2) до N − 1 моменту
включно, зокрема, для випадку роздiльних квадратичних обмежень на невiдомi де-
термiнованi збурення f(k) рiвняння (1) та випадковi шуми η(k) у каналi спостереже-
ння (2). У виглядi наслiдкiв вiдповiдних теорем розглянуто деякi важливi частиннi
випадки. Перспективним на думку автора є дослiдження сингулярних систем лiнiй-
них диференцiйних рiвнянь iз стацiонарною прямокутною матрицею при похiдних з
метою знаходження мiнiмаксних оцiнок лiнiйних функцiоналiв на станах системи з
урахуванням вимирiв, зашумлених випадковими чи детермiнованими шумами.
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