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Abstract

In the paper,the ∗-algebras LS(M) locally measurable operators associated by von
Neumann algebra M are considered; the different kinds of convergence is this algebras
(a convergence of measure, almost everywhere convergence, and locally convergence of
measure, locally almost everywhere convergence) are considered and correlations between
by these convergence are study.

Введение

Один из первых подходов к введению «некоммутативного варианта» кольца из-
меримых функций был предложен И. Сигалом [1], который рассмотрел ∗-алгебру
S(M) измеримых операторов, присоединенных к произвольной алгебре Неймана М.
Впоследствии для целей некоммутативного интегрирования, изучались ∗-подалгебры
S(M, τ) в S(M) всех τ -измеримых операторов, ассоцированные с точным нормаль-
ным полуконечным следом τ на M (см. например [2], [3], [4]). Алгебры S(M, τ) и
S(M) являются ∗-алгебрами замкнутых, плотно определенных линейных операто-
ров, действующих вв том же гильбертовом пространстве H, что и сама алгебра фон
Неймана M . При этом все эти опрераторы присоедитнены к M , а алоперации в этих
∗-алгебрах совпадают с операциями «сильной суммы», «сильного произведения», пе-
рехода к сопряженному оператору и обычного умножения на скаляры. Сама алгебра
фон Неймана M является ∗-подалгеброй в S(M, τ) (и в S(M)) и совпадает с множе-
ством всех ограниченных операторов из S(M, τ) и S(M).

Естественно возникает вопрос о наличии двух ∗-алгебр A замкнутых операторов,
действующих в гильбертовом пространстве H и присоединенных к алгебре фон Ней-
мана M , у которых ∗-подалгебра

Ab = {T ∈ A : T ∈ B(H)} = M,
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где B(H) – алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих в H.
Важный класс таких алгебр был введен Диксоном в [5], который назвал их EW ∗-

алгебрами. Помимо указанных ∗-алгебр S(M, τ) и S(M), EW ∗-алгебрами являются
∗-алгебры LS(M) локально измеримых операторов, происоединенных к М ([6], [7]).
В работе Закирова Б. С., Чилина В. И.[8] показано, что любая EW ∗-алгебра A, у
которой Ab = M , является ∗-подалгеброй в LS(M), что объясняет уникальность
∗-алгебры LS(M) для алгебры фон Неймана M в классе EW ∗-алгебр.

В настоящей работе рассматриваются ∗-алгебры LS(M), изучаются различные
виды сходимости в этих алгебрах (сходимости почти всюду и по мере, локальные
сходимости почти всюду и по мере) и исследуются взаимосвязи между этими сходи-
мостями.

Используется терминология и обозначения из теории алгебр фон Неймана ([9],
[10]) и теории измеримых операторов ([1], [3], [4], [7]).

1. ∗-алгебра локально измеримых операторов, присоединенных к
алгебре фон Неймана.

Пусть H – гильбертово пространство, B(H)-алгебра всех ограниченных линейных
операторов, действующих в H, M - подалгебра фон Неймана в B(H), Р(M) - полная
решетка всех ортопроекторов в M .

Линейное подпространство D в H называется присоединенным к M (обозначение
DηM), если U(D) ⊂ D для любого унитарного оператора U из коммутанта

M
′
= {S ∈ B(H) : ST = TS ∀ T ∈M}

алгебры фон Неймана M . Если D – замкнутое пространство в H и PD – опера-
тор ортогонального проектирования на D, то DηM) тогда и только тогда, когда
PD ∈ P (M).

Линейный оператор T , действующий в гильбертовом пространстве H, с обла-
стью определения D(T ), называется присоединенным к M (обозначение: TηM), ес-
ли U(D(T )) ⊂ D(T ) для любого унитарного оператора U из коммутанта M

′ и
UTξ = TUξ для всех ξ ∈ D(T ). Очевидно, что если T ∈ B(H) и TηM , то T ∈M .

Замкнутый линейный оператор T , с областью определения D(T ) ⊂ H, называется
измеримым относительно алгебры фон Неймана M 1, если TηM и существует та-
кая последовательность проекторов {Pn}∞n=1 ∈ P (M), что Pn ↑ I, Pn(H) ⊂ D(T ) и
P⊥n = I−Pn – конечный проектор вM для всех n = 1, 2, . . . , где I – единица алгебры
фон Неймана M .

Обозначим через S(M) множество всех линейных операторов в H, измеримых
относительно алгебры фон Неймана M . Если T ∈ S(M), λ ∈ C (где C – поле ком-
плексных чисел), то λT ∈ S(M) и сопряженный оператор T ∗ к T также измерим
относительно M 1. Кроме того, если T, S ∈ S(M), то операторы T + S и TS опре-
делены на плотных подпространствах и допускают замыкания, которые называются
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соответственно сильной суммой и сильным произведением операторов T и S и обо-
значаются T +̇ S и T ∗ S. В 1 показано, что T +̇ S и T ∗ S принадлежат S(M) и
относительно рассмотренных алгебраических операций S(M) является ∗-алгеброй с
единицей I над полем C. При этомM есть ∗-подалгебра в S(M). В дальнейшем силь-
ную сумму и сильное произведение операторов T и S мы будем обозначать, как и
обычные, через T + S и TS.

Если T – замкнутый линейный оператор с плотной областью определения в H и
T = U |T | полярное разложение оператора T , где |T | = (T ∗T )

1
2 – модуль оператора

T , а U – соответствующая частичная изометрия, то T ∈ S(M) тогда и только тогда,
когда U ∈ M и |T | ∈ S(M) [7]. В следующем предложении приводится удобный
критерий измеримости замкнутого оператора T на языке спектрального семейства
для |T |.

Предложение 1. [7] Пусть T – замкнутый оператор в H. TηM , T = U |T | – полярное
разложение T , {Eλ} – спектральное семейство проекторов для |T |, λ ∈ R, где R –
поле действительных чисел. Тогда U ∈M и {Eλ} ∈ P (M) для всех λ ∈ R. При этом
T ∈ S(M) тогда и только тогда, когда область определения D(T ) оператора T плотна
в H и E⊥λ – конечный проектор для некоторого λ > 0.

При доказательстве предложения 1 существенно используется следующая лемма,
которая понадобится нам в дальнейшем.

Лемма 1. [7] Пусть T – замкнутый оператор в H с плотной областью опеределе-
ния D(T ), TηM , {Eλ} – спектральное семейство проекторов для |T |, λ ∈ R. Если
P ∈ P (M), P (H) ⊂ D(T ), TP ∈ B(H) и ‖TP‖B(H) > λ, то E⊥λ . P⊥ (напомним,
что отношение E . Q для проекторов E,Q ∈ P (M), означает, что E ∼ E1 ≤ Q, а
эквивалентность проекторов E ∼ E1 равносильна существованию такой частичной
изометрии V ∈M , что V ∗V = E1 и V V ∗ = E).

Из предложения 1 непосредственно вытекает, что в случае, когда M -алгебра фон
Неймана типа III, или когда M – фактор типа I, всегда имеет место равенство
S(M) = M . Для алгебр фон Неймана типа II это равенство уже неверно. Доказа-
тельство этого факта опирается на следующее предложение.

Предложение 2. Если в алгебре фон Неймана M существует возрастающая после-
довательность проекторов {En} такая, что E = supn≥1En – конечный проектор, и
En 6= E при всех n = 1, 2, . . ., то S(M) 6= M .

Доказательство. Доказательство Пусть {En}∞n=1 ⊂ P (M), En ↑ E, En 6= E при всех
n = 1, 2, . . .. Положим Pn = E⊥ + En, n = 1, 2, . . .. Тогда Pn ↑ I и P⊥n = E − En –
конечный проектор вM . Рассмотрим в гильбертовом пространстве H всюду плотное
линейное подпространство D = ∪∞n=1Pn(H), и определим линейный оператор T на D,
полагая Tξ = nξ для всех ξ ∈ (Pn − Pn−1)(H), n = 1, 2, . . ., где P0 = 0.
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Покажем, что оператор T допускает замыкание.
Если {ξk}∞k=1 ⊂ D, ‖ξk‖H −→ 0 и ‖Tξk − η‖H −→ 0 при k −→∞, где η ∈ H, то для

каждого фиксированного n имеем, что ‖Pnξk‖H −→ 0 и ‖TPnξk − Pnη‖H −→ 0 при
k →∞.

Полагая Qm = Pm − Pm−1, получим, что∥∥∥∥∥
n∑

m=1

Qmξk

∥∥∥∥∥
2

H

=
n∑

m=1

‖Qmξk‖2H =
n∑

m=1

‖Pmξk − Pm−1ξk‖2H −→ 0,

при k →∞ и

‖TPnξk − Pnη‖2H =

∥∥∥∥∥T
n∑

m=1

Qm(ξk − η)

∥∥∥∥∥
2

H

=

∥∥∥∥∥
n∑

m=1

mQm(ξk − η)

∥∥∥∥∥
2

H

=
n∑

m=1

‖mQm(ξk−η)‖2H −→ 0,

при k →∞.
Отсюда следует, что Qmη = 0 для всех m = 1, 2, . . . , n, то есть Pnη = 0 для любых

n = 1, 2, . . .. Так как Pn ↑ I, то это означает, что η = 0, и потому оператор T допускает
замыкание T , которое, в силу определения T , является положительно опеределенным
оператором, присоединeнным к M .

Обозначим через {Eλ} спектральное свойство проекторов для оператора T = |T |.
Поскольку ‖TPn‖B(H) = ‖TPn‖B(H) ≤ n < n + 1, то в силу леммы 1, E⊥n+1 . P⊥n ,
и поэтому E⊥n+1 – конечный проектор. Отсюда, согласно предложения 1 получим,
что T ∈ S(M). Так как En 6= E для каждого n = 1, 2, . . ., то найдутся такие но-
мера n1 < n2 < . . . , что Pnk+1

− Pn 6= 0, в частности, ‖Tξk‖ ≥ nk для некоторых
ξk ∈ (Pnk+1

− Pn)(H) с ‖ξk‖ = 1, k = 1, 2, . . .. Это означает, что T не принадлежит
M ,и потому S(M) 6= M .

Следствие 1. Если M алгебра фон Неймана типа II, то S(M) 6= M .

Доказательство. Возьмем произвольный ненулевой конечный вектор E ∈ P (M).
Так как M имеет тип II, в P (M) нет нет атомов. В частности, найдется такая по-
следовательность ненулевых проекторов {Qn}∞n=1 ⊂ P (M), что Qn ≤ E и QnQm = 0,

при n 6= m, где n,m = 1, 2, . . ., и E = sup
n≥1

Qn. Положим En = sup
1≤m≤n

Qm =
n∑

m=1

Qm.

Тогда En ∈ P (M), En ↑ E и En 6= E при каждом n = 1, 2, . . .. В силу предложения 2
получим, что S(M) 6= M .

В следующем предложении даются необходимые и достаточные условия для сов-
падение ∗-алгебр S(M) и M .

Предложение 3. Следующие предложения эквивалентны:
(i) S(M) = M ,
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(ii)M представимма в виде прямой суммыM =
m∑
n=0

Mn, гдеM0 – алгебра фон Ней-

мана типа III, а Mn - факторы типа I, n = 1, 2, . . . ,m и m – некоторое натуральное
число (некоторые из слагаемых могут отсутствовать).

Доказательство. (i) ⇒ (ii). Пусть S(M) = M . Используя предложение 2 и пред-
ставление алгебры фон НейманаM в виде прямой суммы алгебр фон Неймана типов
I, II, III, получим, что M = M0⊕N , где M0 – алгебра фон Неймана типа III, а N –
алгебра фон Неймана типа I. Существует такой центральный проектор Z ∈ P (Z(N)),
где Z(N) = N ∩N ′ – центр алгебры фон Неймана N , что ZN – атомическая алгебра
фон Неймана, а в решетке P ((IN − Z)N) нет атомов, где IN – единица алгебры N .

Допустим, что Z 6= IN . Так как (IN − Z)N) имеет тип I, то в P ((IN − Z)N) су-
ществует ненулевой конечный проектор. Повторяя доказательство следствия 1, по-
лучим, что в этом случае S(M) 6= M , что не так. Следовательно, Z = IN , то есть N
– атомическая единица алгебры фон Неймана типа I.

Пусть {Qi}i∈J – множество всех атомов в P (Z(N)),Mi = QiN , i ∈ J , J – некоторое
множество индексов. Тогда из равенства Z(Mi) = QiZ(N) = QiC, получим, что Mi

– факторы типа I.
Предположим, что J – бесконечное множество. Выберем ненулевые конечные про-

екторы Ei ∈ Mi и положим E = sup
i∈J

Ei. Поскольку Ei = EiQi, QiQj = 0 при i 6= j,

Qi ∈ Z(M), то E – конечный проектор. Поэтому, в силу предложения 2, получим,
что S(M) 6= M , что не так. Следовательно, J – конечное множество, то естьM пред-

ставима в виде прямой суммы M =
m∑
n=0

Mn, где M0 – алгебра фон Неймана типа III,

а Mn - факторы типа I, n = 1, 2, . . . ,m.

(ii) ⇒ (i). Пусть M есть прямая сумма
m∑
n=0

Mn, где M0 – алгебра фон Неймана

типа III, а Mn - факторы типа I, n = 1, 2, . . . ,m. Если T ∈ S(M), то найдется такая
последовательность {Pn}∞n=1 ⊂ P (M), что Pn ↑ I, Pn(H) ⊆ D(T ), и P⊥n – конечные
проекторы n = 1, 2, . . .. Поскольку Pn ↓ 0, и в каждом факторе Mi, i = 1, 2, . . . ,m

может быть только конечная последовательность конечных проекторов, убывающая
к нулю, то P⊥n = 0, начиная с некоторого номера. Это значит, что D(T ) = H и T ∈M ,
то есть S(M) = M .

Замкнутый, линейный оператор T , дейсвующий в гильбертовом пространстве H,
называется локально измеримым относительно алгебры фон Неймана M , если TηM
и существует такая последовательность {Zn}∞n=1 центральных проекторов из M , что
Zn ↑ I и TZn ∈ S(M) для всех n = 1, 2, . . .[7].

Обозначим через LS(M) множество всех линейных операторов, локально измери-
мых относительно M . В [7] доказано, что LS(M) является ∗-алгеброй с единицей I
над полем C относительно операций сильного сложения и умножения и перехода к
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сопряженному оператору (умножение на скаляры определяется обычным образом,
причем считается, что 0 ∗ T = 0). При этом S(M) является ∗-подалгеброй в LS(M).
В случае, когда M – конечная алгебра фон Неймана или фактор, алгебры S(M) и
LS(M) совпадают. В общем случае это не так. В следующем утверждении дается
достаточное условие для несовпадения этих алгебр.

Предложение 4. Если в алгебре фон Неймана M существует возрастающая к еди-
нице последовательность {Zn}∞n=1 центральных проекторов, для которой I − Zn не
конечный проектор, n = 1, 2, . . ., то LS(M) 6= S(M).

Доказательство. Рассмотрим в H всюду плотное подпространство D =
∞⋃
n=1

Zn(H) и

определим линейный оператор T на D, полагая Tξ = nξ для всех ξ ∈ (Zn−Zn−1)(H),
n = 1, 2, . . ., Z0 = 0. Повторяя доказательство предложения 2, получим, что оператор
T допускает замыкание T , которое в силу определния T является положительно
определенным оператором, присоединенным к M . В частности, T = |T |. Кроме того,

TZn =
n∑

m=1

m(Zm − Zm−1) ∈ M ⊂ S(M) и поэтому T ∈ LS(M). С другой стороны,

спектральный проектор для T , отвечающий λ = n, совпадает с Zn. Следовательно, в
силу предложения 1, оператор T не принадлежит S(M) и потому LS(M) 6= S(M).

Из предложения 4 непосредственно вытекает.

Следствие 2. Если алгебра фон Неймана M есть прямое произведение бесконечного
числа не конечных алгебр фон Неймана, то LS(M) 6= S(M).

В следующем предложении приводится критерий для совпадения ∗-алгебр LS(M)

и S(M).

Предложение 5. Следующие утверждения эквивалентны:
(i) LS(M) = S(M),

(ii) M представима в виде прямой суммы M =
m∑
n=0

Mn, где M0 – конечная алгебра

фон Неймана, а Mn - факторы типа I∝, II∞, III, n = 1, 2, . . . ,m, и m – некоторое
натуральное число (некоторые из слагаемых могут отсутствовать).

Доказательство. (i) ⇒ (ii). Выберем центральный проектор Z0 ∈ P (Z(M)) так,
чтобы M = Z0M + (I − Z0)M , где Z0 = M0 – конечная алгебра фон Неймана, а
в (I − Z0)M = N нет ненулевых конечных центральных проекторов. Если булева
алгебра P (Z(N)) содержит бесконечное число элементов, то найдется такая после-
довательность {Zn}∞n=1 ненулевых проекторов из P (Z(N)), что ZnZm = 0 при n 6= m

и sup
n≥1

Zn = I − Z0. Положим Pn =
n∑

m=0

Zm. Тогда Pn ∈ P (Z(N)), Pn ↑ I, (I − Pn) –

ненулевой центральный проектор из N , то есть (I−Pn) – не конечный проектор вM ,
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n = 1, 2, . . .. В силу предложения 4, получим, что LS(M) 6= S(M), что противоречит
предположению (i).

Следовательно, булева алгебра P (Z(N)) содержит только конечное число элемен-
тов. Пусть {Qn}mn=1 – множество всех атомов в P (Z(N)), Mn = QnN = QnM . Тогда
Mn не конечный фактор, то есть имеет один из типов I∝, II∞ или III, n = 1, 2, . . . ,m,

при этом M =
n∑

m=0

Mn.

(ii) ⇒ (i). Пусть M есть прямая сумма
m∑
n=0

Mn, где M0 – конечная алгебра фон

Неймана, а Mn - факторы одного из типов I∝, II∞, III, n = 1, 2, . . . ,m. Обозначим
через Qn единицу в Mn, n = 1, 2, . . . ,m.

Предположим, что T ∈ LS(M) и {Zk}∞k=1 ⊂ P (Z(M)) такая последовательность,
что Zk ↑ I и TZk ∈ S(M), л = 1, 2, . . .. Так какMn – факторы, n = 1, 2, . . . ,m, то най-
дется такой номер k0, что QnZk = Qn при всех k ≥ k0, n = 1, 2, . . . ,m. В частности,

T (I −Q0) =
m∑
n=1

TQn =
m∑
n=1

TZk0Qn ∈ S(M). Так как Q0 – конечный центральный про-

ектор, то, очевидно, TQ0 ∈ S(M) (поскольку LS(Q0M) = S(Q0M)). Следовательно,
T = TQ0 + T (I −Q0) ∈ S(M). Это означает, что LS(M) = S(M).

Отметим ещё одно важное свойство ∗- алгебр LS(M).

Предложение 6. [11] Пусть алгебра фон Неймана M есть C∗-произведение
∗-алгебр фон Неймана M , i ∈ I, где I-некоторое множество индексов, т.е.
M = {{Ti}i∈I , Ti ∈ Mi, i ∈ I, sup

i∈I
‖Ti‖Mi

<∞} с покоординатными алгебраически-

ми операциями и инволюцией и C∗-нормой ‖{Ti}i∈I‖M = sup
i∈I
‖Ti‖Mi

. Тогда ∗-алгебра

LS(M) ∗-изоморфна ∗-алгебре
∏
i∈I
LS(Mi) (алгебраические операции и инволюция в∏

i∈I
LS(Mi) – покоординатные).

Заметим, что для алгебр S(M) аналог предложения 6 не верен. Действительно,
пусть Mn – факторы типа III, n = 1, 2, . . . и M их C∗-произведение. Тгда S(M) = M

и LS(Mn) = S(Mn) = Mn для всех n = 1, 2, . . .. Кроме того, согласно следствия 3,
LS(M) 6= S(M) = M . Поэтому, в силу предложения 6,

∞∏
n=1

S(Mn) =
∞∏
n=1

LS(Mn) = LS(M) 6= S(M).

В следующем утверждении даются необходимые и достаточные условия совпаде-
ния ∗-алгебр LS(M) и M .

Предложение 7. Следующие утверждения эквивалентны:
(i) LS(M) = M .
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(ii) M представима в виде прямой суммы M =
m∑
n=1

Mn, где Mn - факторы типа I

или III, n = 1, 2, . . . ,m, иm – некоторое натуральное число (некоторые из слагаемых
могут отсутствовать).

Доказательство. (i)⇒ (ii). Предположим, что булева алгебра P (Z(M)) всех проек-
торов из центра Z(M) алгебры фон НейманаM содержит бесконечное число элемен-
тов. Тогда существует такая последовательность {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), что ZnZm = 0

при n 6= m и sup
n≥1

Zn =
∞∑
n=1

Zn = I.

Положим Mn = ZnM . Известно, что C∗-произведение алгебр фон Неймана Mn

совпадает с M и потому, согласно предложению 6, имеем, что

∞∏
n=1

LS(Mn) = LS(M) = M.

Однако, элемент T = {nZn}∞n=1 принадлежит ∗-алгебре
∞∏
n=1

LS(Mn), но не принадле-

жит M .
Следовательно, булева алгебра P (Z(M)) содержит только конечное число элемен-

тов.
Пусть {Qn}mn=1 множество всех атомов в P (Z(M)) и Mn = QnM , n = 1, 2, . . . ,m.

Так как Qn – атом в P (Z(M)), то из равенства ZMn = QnZ(M) = QnC следует, что

Mn – фактор, n = 1, 2, . . . ,m, при этом M есть прямая сумма
m∑
n=1

Mn.

Если для некоторого n фактор Mn имеет тип II, то LS(Mn) = S(Mn) = Mn[7].
Поэтому, в силу предложения 6, получаем, что

LS(M) =
m∏
n=1

LS(Mn) 6=
m∏
n=1

Mn = M.

Следовательно, Mn факторы типа I, либо типа III для всех n = 1, 2, . . . ,m.

(ii) ⇒ (i). Пусть M есть прямая сумма
m∑
n=1

Mn, где Mn - факторы либо типа I,

либо типа III, n = 1, 2, . . . ,m.
Тогда LS(Mn) = S(Mn) = Mn для всех n = 1, 2, . . . ,m и потому

LS(M) =
m∏
n=1

LS(Mn) =
m∏
n=1

Mn = M.
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2. Топологии сходимости локально по мере и двусторонне локально
по мере.

Пусть M произвольная коммутативная алгебра фон Неймана. Тогда, как извест-
но, (см. например [12], часть 1, глава 7,) существует такое измеримое простран-
ство (Ω,Σ, µ) с локально конечной полной мерой µ, что M ∗-изоморфна ∗-алгебре
L∞(Ω,Σ, µ). В этом случае алгебра LS(M) = S(M) ∗-изоморфна ∗-алгебре S(Ω,Σ, µ)

всех измеримых, комплекснозначных функций, заданных на (Ω,Σ, µ) (равные почти
всюду функции отождествляются) [1]. Наряду с хорошо известной сходимостью по
мере в (Ω,Σ, µ) рассматривается также сходимость локально по мере, которая опре-
деляется следующим образом: последовательность {fn}∞n=1 ⊂ S(Ω,Σ, µ) сходится ло-
кально по мере к f ∈ S(Ω,Σ, µ) при n→∞, если fnXA −→ fXA по мере для любого
множества A ∈ Σ с µ(A) <∞, где XA – характеристическая функция множества A.

Аналогичную сходимость можно определить в алгебре LS(M) и в случае произ-
вольной алгебры фон Неймана M .

Обозначим через ϕ ∗-изоморфизм центра Z(M) алгебры фон Неймана M на
∗- алгебру L∞(Ω,Σ, µ), а через S+

∞(Ω,Σ, µ) – множество всех измеримых функций
f : Ω −→ [0,∞) (равные почти всюду функции отождествляются). В [1] показано,
что существует такое отображение

d : P (M) −→ S+
∞(Ω,Σ, µ),

что
(i) d(P ) = 0 в том и только в том случае, когда P = 0;
(ii) d(P ) конечна почти всюду тогда и только тогда, когда проектор P конечен;
(iii) d(P +Q) = d(P ) + d(Q), если PQ = 0;
(iv) d(U∗U) = d(UU∗) для любой частичной изометрии U ∈M ;
(v) d(ZP ) = ϕ(Z)d(P ) для всех Z ∈ P (Z(M)) и P ∈ P (M);
(vi) Если Pα, P ∈ P (M) и Pα ↑ P , то d(P ) = supα d(Pα).

Отображение d : P (M) −→ S+
∞(Ω,Σ, µ), и удовлетворяющее свойствам (i)-(vi),

называется размерностной функцией на P (M).
Для каждого ε > 0 и A ∈ Σ с µ(A) <∞ положим

V (A, ε) = {T ∈ LS(M) : существует такойP ∈ P (M), чтоTP ∈M, ‖TP‖M < ε

и µ(A ∩ {ω ∈ Ω : d(P⊥)(ω) > ε}) < ε}.
Теорема 1. [7]

(i) Система множеств

{{T + V (A, ε)} : T ∈ LS(M), ε > 0, A ∈ Σ, µ(A) <∞} (1)

определяет в LS(M) хаусдорфову векторную топологию t, в которой множества 1
образуют базу окрестностей оператора T ∈ LS(M).

«Таврiйський вiсник iнформатики i математики», №2 2004



90 М.А. Муратов, В.И. Чилин

(ii) (LS(M), t) является полным равномерным пространством относительно рав-
номерности, порожденной топологией t.

(iii) Операция инволюции непрерывна, а операция умножения непрерывна по со-
вокупности переменных в (LS(M), t) (то есть (LS(M), t) – топологическая ∗-алгебра).

(iv) Топология t метризуема тогда и только тогда, когда булева алгебра P (Z(M))

имеет счетный тип, то есть любое семейство ненулевых попарно ортогональных про-
екторов из P (Z(M)) не более чем счетно.

(v) Если {Tα}α∈J , T ⊂ LS(M), то сеть Tα сходится к T в топологии t (обозначение
Tα

t−→ T ) в том и только в том случае, когда E⊥λ (|Tα − T |)
t−→ 0 для любого λ > 0,

где {E⊥λ (|Tα − T |)} – спектральное семейство проекторов для |Tα − T |. В частности,
Tα

t−→ T ⇐⇒ |Tα − T |
t−→ 0.

(vi) Если {Pn}∞n=1 ⊂ P (M), то Pn
t−→ 0 тогда и только тогда, когда XAd(Pn) −→ 0

по мере µ для каждого A ∈ Σ с µ(A) <∞.

В [7] установлено, что топология t не изменится, если µ заменить на эквивалентную
меру, а размерностную функцию d – на другую размерностную функцию.

Сходимость в топологии t называется сходимостью локально по мере.
Из определения топологии следует, что сходимость сети {Tα}α∈J к T локально

по мере означает, что для любых ε > 0 и A ∈ Σ, µ(A) < ∞ существует такой
α0 = α(ε, A), что для каждого α ≥ α0 найдется такой проектор P (α) ∈ P (M), что

‖(Tα − T )P (α)‖M < ε (2)

и

µ(A ∩ {ω ∈ Ω : d(I − P (α))(ω) > ε}) < ε. (3)

Если неравенство 2 заменить на неравенство

‖P (α)(Tα − T )P (α)‖M < ε, (4)

то в этом случае говорят, что сеть {Tα}α∈J сходится к T двусторонне локально
по мере.

Нетрудно видеть, что двусторонняя сходимость по мере равносильна сходимости в
векторной топологии в LS(M), базу окрестностей нуля которой образуют множества
W (A, ε) = {T ∈ LS(M) : существует такойP ∈ P (M), что PTP ∈ M, ‖PTP‖M < ε

и µ(A ∩ {ω ∈ Ω : d(P⊥)(ω) > ε}) < ε}, где ε > 0, A ∈ Σ, µ(A) <∞.
На самом деле эта векторная топология совпадает с топологией t, что непосред-

ственно вытекает из следующего утверждения.

Предложение 8.
V (A, ε) ⊂ W (A, ε) ⊂ V (A, 2ε)

«Таврический вестник информатики и математики», №2 2004



Сходимости в ∗-алгебрах локально измеримых операторов 91

для любых ε > 0, A ∈ Σ, µ(A) <∞.

Доказательство. Включение V (A, ε) ⊂ W (A, ε) очевидно. Докажем второе вклю-
чение.

Пусть T ∈ W (A, ε) и E ∈ P (M) такой проектор, что ETE ∈ M , ‖ETE‖M < ε и
µ(A ∩ {ω ∈ Ω : d(E⊥)(ω) > ε}) < ε.

Положим Q = I − r(E⊥T ), где r(E⊥T ) – правый носитель оператора E⊥T . Тогда

TQ = (E + E⊥)TQ = ETQ,

Q⊥ = r(E⊥T ) ∼ l(E⊥T ) ≤ E⊥,

где l(E⊥T ) – левый носитель оператора E⊥T .
Из свойства (iii), (iv) размерностной функции d вытекает, что

d(Q⊥) = d(l(E⊥T )) ≤ d(E⊥).

Положим P = E ∧Q. Тогда

‖TP‖M = ‖TQP‖M = ‖ETQP‖M = ‖ETEP‖M ≤ ‖ETE‖M < ε

и d(P⊥) = d(E⊥ ∨Q⊥) ≤ d(E⊥) + d(Q⊥ ≤ 2d(E⊥)). Отсюда

{ω ∈ Ω : d(P⊥)(ω) > 2ε} ⊆ {ω ∈ Ω : d(E⊥)(ω) > ε}

и поэтому µ(A ∩ {ω ∈ Ω : d(P⊥)(ω) > 2ε}) < ε < 2ε, то есть T ∈ V (A, 2ε).

Если на алгебре фон НейманаM имеется точный нормальный полуконечный след
τ , то на ∗-алгебре LS(M) можно рассматривать сходимость по мере, порожденную
следом τ (см. например [2], [3]). Эта сходимость совпадает с со сходимостью в век-
торной топологии tτ в LS(M), базу окрестностей нуля которой образуют множества

V (ε, δ) = {T ∈ LS(M)| ∃P ∈ P (M) : TP ∈M, ‖TP‖M < ε, τ(P⊥) < δ},

где ε, δ > 0.

Предложение 9. Пусть τ точный нормальный полуконечный след на алгебре фон
Неймана M . Тогда

(i) Если {En}∞n=1 ⊂ P (M) и τ(En) −→ 0, то En
t−→ 0. Обратно, если En

t−→ 0 и
τ(I) <∞, то τ(En) −→ 0;

(ii) Если {Tn}∞n=1, T ⊂ LS(M) и Tn
tτ−→ T , то Tn

t−→ T ;
(iii) Если τ(I) <∞, то топология t и tτ совпадают.

Доказательство. (i). Пусть {En}∞n=1 ⊂ P (M) и τ(En) −→ 0 при n → ∞. Для
каждого фиксированного k = 1, 2, . . . выберем номер nk так, чтобы τ(Enk) < 2−(k+1),
nk > nk−1.
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Положим Qm = sup
n≥1

(Enk). Тогда Qm−1 ≤ Qm и

τ(Qm) ≤
∞∑
k=m

τ(Enk) <
1

2m+1
+

1

2m+2
+ . . . =

1

2m
.

Следовательно, Qm ↓ 0 при m → ∞ и, в силу свойств (ii), (vi) размерностной
функции d, получим, что d(Qm) – конечная почти всюду функция для любого
m = 1, 2, . . . , и d(Qm) ↓ 0. Поэтому χAd(Qm) → 0 по мере µ в S(Ω,Σ, µ) для
любого A ∈ Σ с µ(A) <∞. Так как 0 ≤ d(Enm) ≤ d(Qm), то χAd(Enm) также сходится
к нулю по мере µ при m→∞ для тех же A, что и выше.

Предположим, что последовательность {En}∞n=1 не сходится к нулю локально по
мере. Тогда существует такое множество A ∈ Σ с µ(A) < ∞, что χAd(En) не схо-
дится к нулю по мере µ (см. теорему 1 (vi)), то есть существует такое ε > 0, что
µ({ω ∈ A : d(En) > ε}) 9 0. Следовательно, найдутся такие δ > 0 и последова-
тельность {Ens}∞s=1, что

µ({ω ∈ A : d(Ens) > ε}) > δ (5)

для всех s = 1, 2, . . . .

Согласно доказанному выше, существует возрастающая подпоследовательность
номеров nsl, такая, что χAd(Ensl) −→ 0 по мере µ при l → ∞, что противоречит 5.
Следовательно, En

t−→ 0.
Обратно, предположим, что En

t−→ 0 и τ(I) < ∞. Так как τ(I) < ∞, то можно
рассматривать такую меру µ, что µ(Ω) <∞.

В силу теоремы 1 (vi) имеем, что En −→ 0 по мере µ. Кроме того, поскольку
τ(I) < ∞, то M – конечная алгебра фон Неймана,и потому d(E) ∈ S(Ω,Σ, µ) для
всех E ∈ P (M). Выберем в S(Ω,Σ, µ) базис {Un}∞n=1 замкнутых окрестностей нуля в
топологии сходимости по мере µ, так чтобы Un+1+Un+2 ⊆ Un. Так как d(En) −→ 0 по
мере µ, то для каждого k = 1, 2, . . . найдется такой номер nk > nk−1, что d(Enk) ∈ Uk.

Положим, Pm = sup
k≥m

(Enk). Тогда Enm ≤ Pm ≤ Pm−1 и

d(Pm) = sup
l≥m

d( sup
m≤k≤l

Enk) ≤ sup
l≥m

l∑
k=m

d(Enk).

Последовательность {Al(m)}l≥m = {
l∑

k=m

d(Enk)}l≥m возрастает в S(Ω,Σ, µ) и при

l > s ≥ m имеем, что

Al(m)− As(m) =
l∑

k=s+1

d(Enk) ⊂ Us+1 + Us+2 + . . .+ Ul ⊆ Us,
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то есть последовательность {Al(m)}l≥m фундаментальна в топологии сходимости по
мере µ. Так как S(Ω,Σ, µ) полно в равномерности, порожденной этой топологией,
то существует такое Bm ∈ S(Ω,Σ, µ), что Al(m) ↑ Bm при l → ∞ для каждого
фиксированного m = 1, 2, . . .. Поскольку Um – замкнуто в топологии сходимости по
мере µ, и так как Al(m) ∈ Um, то Bm ∈ Um.

Следовательно, Bm −→ 0 в топологии сходимости по мере µ, так как Bm ≥ Bm+1,

то Bm ↓ 0 при m→∞.
Из неравенства d(Pm) ≤ sup

l≥m
Al(m) = Bm вытекает, что

d( inf
m≥l

Pm) ≤ inf
m≥l

Bm = 0,

и поэтому, в силу свойств (i), (vi) размерностной функции d, получим, что Pm ↓ 0.
Это означает, что 0 ≤ τ(Enm) ≤ τ(Pm) −→ 0 при m→∞.
Таким образом, для любой последовательности {En}∞n=1 ⊂ P (M), сходящейся в

топологии t, существует такая подпоследовательность {Enm}∞m=1, что τ(Enm) −→ 0

при m → ∞. Отсюда следует, что если {En}∞n=1 ⊂ P (M) и En
t−→ 0, то τ(En) −→ 0

при n→∞.
Пункт (i) доказан.
(ii). В [3] показано, что Tn

tτ−→ T в том и только в том случае, когда
τ(E⊥λ (|Tn − T |)) −→ 0 при n → ∞ для любых λ > 0, где {E⊥λ (|Tn − T |)} – спек-
тральное семейство проекторов для операторов |Tn − T |.

Поэтому, если {Tn}∞n=1, T ⊆ LS(M) и Tn
tτ−→ T , то в силу пункта (i), получим, что

E⊥λ (|Tn − T |)
t−→ 0 при n → ∞ для любого λ > 0. Отсюда, согласно теореме 1 (v),

следует, что Tn
t−→ T .

(iii) Предположим, что τ(I) <∞. В силу пункта (ii) и теоремы 1(iv), для доказа-
тельства равенства топологий t и tτ достаточно показать, что из сходимости Tn

t−→ 0,
{Tn}∞n=1 ⊆ LS(M), следует, что Tn

tτ−→ 0.
Пусть {Tn}∞n=1 ⊆ LS(M) и Tn

t−→ 0. Тогда в силу теоремы 1(v), E⊥λ (|Tn|)
t−→ 0

при n → ∞ для любого λ > 0. Следовательно, в силу пункта (i), получим, что
τ(E⊥λ (|Tn|)) −→ 0 при n→∞ для любых λ > 0, и потому, согласно [3], Tn

tτ−→ 0 при
n→∞.

Замечание 1. Если след τ – не конечен, то из сходимости Tn
t−→ T , вообще говоря,

не слеудует сходимость Tn
tτ−→ T даже для коммутативных алгебр фон Неймана.

Пример 1. Рассмотрим алгебру фон Неймана

M = l∞ = {{cn}∞n=1 : cn ∈ C, n = 1, 2, . . . , sup
n≥1
|cn| <∞}.

Положим τ({cn}) =
∞∑
n=1

cn и τ1({cn}) =
∞∑
n=1

2−ncn, где {cn} ∈ l∞, cn ≥ 0.
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Тогда τ есть точный нормальный полуконечный, но не конечный след на M , а τ1
– точный нормальный конечный след на M .

Рассмотрим последовательность проекторов En = (0, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
n

1, 1, . . .) из l∞, убы-

вающую к нулю. Тогда τ1(En) =
∞∑

k=n+1

2−k = 2−n −→ 0 при n → ∞ и, в силу предло-

жения 9 (i), En
t−→ 0.

Однако, τ({En > 1
2
}) = +∞ для всех n = 1, 2, . . . и поэтому En

tτ9 0.

Замечание 2. Пусть M – фактор. Тогда Z(M) = C = L∞({ω},Σ, µ), где
Σ = {∅, {ω}}, µ({ω}) = 1. В этом случае размерностная функция d есть точный
нормальный полуконечный (конечный) след M , если M имеет тип I∞, II∞, (соот-
ветственно, In, II1), и d(E) = +∞ для всех ненулевых E ∈ P (M), если M имеет тип
III.

Поэтому при ε ∈ (0, 1), A = {ω} имеем, что

V (A, ε) = {T ∈ LS(M) : существует такойP ∈ P (M), чтоTP ∈M, ‖TP‖M < ε и d(P⊥) < ε}.

Другими словами, если M имеет тип III, то

V (A, ε) = {T ∈M : ‖T‖M < ε},

то есть сходимость локально по мере совпадает с равномерной сходимостью, а если
M имеет тип I или II, то сходимость локально по мере совпадает со сходимостью по
мере, порожденной следом d.

Замечание 3. Если M = B(H)-фактор типа I, то сходимость локально по мере
совпадает с равномерной сходимостью.

Действительно, пусть τ = tr – канонический след на B(H), Tn, T ∈ B(H) и
Tn

t−→ T (заметим, что согласно предложения 7, LS(M) = S(M) = M = B(H)).
В силу теоремы 1 (v), (vi) имеем, что tr(E⊥λ (|Tn − T |)) = 0, начиная с некоторого

номера n(λ). Это означает, что ‖Tn − T‖M = ‖|Tn − T |‖M ≤ λ при n ≥ n(λ), то есть
‖Tn − T‖M −→ 0 при n→∞.

Замечание 4. Если Tn, T ∈ S(Z(M)), то Tn
t−→ T тогда и только тогда, когда

Tn −→ T по мере µ для каждого A ∈ Σ с µ(A) < ∞ (мы отождествляем S(Z(M)) с
∗-алгеброй S(Ω,Σ, µ)).

Действительно, если {Eλ(|Tn − T |)} – спектральное семейство проекторов для
оператора |Tn − T |, то согласно теореме 1 (v), Tn

t−→ T тогда и только тогда,
когда E⊥λ (|Tn − T |) t−→ 0 для любого λ > 0. Поскольку Tn, T ∈ S(Z(M)), то
Eλ(|Tn − T |) ∈ S(Z(M)) для всех λ > 0. В силу теоремы 1 (vi), E⊥λ (|Tn − T |)

t−→ 0

тогда и только тогда, когда χAE⊥λ (|Tn − T |)d(I) = χAd(E⊥λ (|Tn − T |)) −→ 0 по мере µ

«Таврический вестник информатики и математики», №2 2004



Сходимости в ∗-алгебрах локально измеримых операторов 95

для каждого A ∈ Σ с µ(A) < ∞ (мы отождествляем Z(M) с ∗-алгеброй L∞(Ω,Σ, µ)

(см. определение размерностной функции d)).
Следовательно, Tn

t−→ T тогда и только тогда, когда E⊥λ (|Tn − T |) сходится к
нулю по мере µ для каждого A ∈ Σ с µ(A) < ∞ при всех λ > 0. Последнее усло-
вие, очевидно, равносильно сходимости Tn −→ T по мере µ для каждого A ∈ Σ с
µ(A) <∞.

3. Сходимость локально почти всюду в ∗-алгебре LS(M).

Пусть M произвольная алгебра фон Неймана, Pf (M) – подрешетка в P (M) всех
конечных проекторов в M .

Следуя [1], будем говорить, что последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ LS(M) сходит-
ся почти всюду к T ∈ LS(M) (обозначение: Tn

п.в.−→ T ), если для любого ε > 0

существует такая последовательность {En}∞n=1 ⊂ P (M), что En ↑ I, E⊥n ∈ Pf (M),
(Tn − T )En ∈M и ‖(Tn − T )En‖M < ε для всех n = 1, 2, . . ..

В случае, когдаM – коммутативная алгебра фон Неймана (в этом случае, как уже
отмечалось, ∗-алгебра M ∗-изоморфна ∗-алгебре L∞(Ω,Σ, µ) для соответствующего
изоморфного пространства с локально конечной полной мерой µ, а ∗-алгебра LS(M)

∗-изоморфна ∗-алгебре S(Ω,Σ, µ)), введенная сходимость почти всюду совпадает со
сходимостью почти всюду относительно меры µ обычном смысле теории меры.

Ясно, что если Tn, T ∈ M и ‖(Tn − T )‖M −→ 0, то Tn
п.в.−→ T . В следующем утвер-

ждении приводится достаточное условие для того, чтобы было верно обратное.

Предложение 10. Пусть алгебра фон Неймана M представима в виде прямой сум-

мы M =
m∑
i=0

Mi, M0 – алгебра фон Неймана типа III, где Mi - факторы типа I,

i = 1, 2, . . . ,m, и m – некоторое натуральное число (некоторые из сомножителей мо-
гут отсутствовать). Если Tn, T ∈ LS(M) и Tn

п.в.−→ T , то (Tn − T ) ∈ M , начиная с
некоторого номера , и ‖(Tn − T )‖M −→ 0 при n −→∞.

Доказательство. Любой конечный проектор E из P (M) имеет вид E =
k∑
j=1

Pj, где

Pj – атомы в P (M) (то есть редуцированные алгебры фон Неймана PjMPj одно-
мерны), j = 1, 2, . . . , k. Поэтому, если Qn ∈ Pj(M) и Qn ↓ 0, то Qn = 0, начиная
снекоторого номера n0. Отсюда и из определения сходимости почти всюду выткает,
что (Tn − T ) ∈M при n ≥ n0 и ‖(Tn − T )‖M −→ 0 при n −→∞.

Рассмотрим произвольную алгебру алгебру фон Неймана M типа III, центр ко-
торой Z(M) не имеет атомов. Тогда ∗-алгебра LS(Z(M)) = S(Z(M)) ∗-изоморфна
∗-алгебре S(Ω,Σ, µ) для соответствующего измеримого пространства с локально ко-
нечной полной непрерывной мерой µ. Если Tn, T ∈ LS(Z(M)) ⊂ LS(M), Tn

п.в.−→ T в
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LS(M), то, согласно предложения 10, (Tn − T ) ∈ Z(M) начиная с некоторго номера
и ‖(Tn − T )‖Z(M) = ‖(Tn − T )‖M −→ 0 при n −→∞.

Так как мера µ – непрерывна, то существуют такие Tn, T ∈ S(Z(M)), что
Tn −→ T почти всюду относительно меры µ, но (Tn − T ) не принадлежат M для
всех n = 1, 2, . . .. Это означает, что из сходимости Tn почти всюду к T в LS(Z(M))

не следует, вообще говоря, сходимость почти всюду в LS(M).
В связи с этим естественно изменить понятие сходимости почти всюду в LS(M)

так, чтобы эта сходимость индуцировала сходимость почти всюду в LS(Z(M)).

Определение 1. [7] Последовательность {Tn}∞n=1 из LS(M) называется сходящейся
локально почти всюду к T ∈ LS(M) (обозначение: Tn

л.п.в.−→ T ), если для любого ε > 0

существуют такие последовательности {En}∞n=1 ⊂ P (M) и {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), что
En ↑ I, Zn ↑ I, ZnE⊥n ∈ Pf (M), (Tn−T )En∈M и ‖(Tn−T )En‖M < ε для всех n = 1, 2, . . ..

Ясно, что из сходимости Tn
п.в.−→ T следует сходимость Tn

л.п.в.−→ T (достаточно взять
Zn = I, n = 1, 2, . . .). Кроме того, очевидно, что в случае, когда M - фактор или
конечная алгебра фон Неймана, сходимости почти всюду и локально почти всюду
совпадают. В следующей теореме устанавливается связь между сходимостями почти
всюду и локально почти всюду для произвольной алгебры фон Неймана M .

Теорема 2. Пусть M произвольная алгебра фон Неймана, {Tn}∞n=1, T из LS(M).
Следующие условия эквивалентны.

(i) Tn
л.п.в.−→ T ;

(ii) Существует такая последовательность попарно ортогональных центральных

проекторов {Pn}∞n=1, что
∞∑
m=1

Pm = I и TnPm
п.в.−→ TPm при n −→ ∞ для каждого

фиксированного m = 1, 2, . . ..

Доказательство. (i)→ (ii). Пусть Tn
л.п.в.−→ T , ε > 0 и проекторы {En}∞n=1 ⊂ P (M) и

{Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)) таковы, что En ↑ I, Zn ↑ I, ZnE⊥n ∈ Pf (M), (Tn − T )En ∈ M и
‖(Tn − T )En‖M < ε для всех n = 1, 2, . . ..

Пусть P1 = Z1, Pm = Pm − Pm−1 для m ≥ 2.

Ясно, что {Pm}∞m=1 ⊂ P (Z(M)),
∞∑
m=1

Pm = sup
m≥1

Zm = I.

Зафиксируем m и положим Qnm = EnPm + P⊥m при n ≥ m и Qnm = 0 при n ≤ m.
Тогда Qnm ↑ I при n→∞ и

Q⊥nm = I − (EnPm + P⊥m) = Pm − EnPm = E⊥n Pm = (E⊥n Zn)Pm ∈ Pf (M)

при n ≥ m. Кроме того,

(TnPm − TPm)Qnm = (Tn − T )PmQnm = (Tn − T )EnPm ∈M
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и ‖(TnPm − TPm)Qnm‖ < ε. Это означает, что TnPm
п.в.−→ TPm при n→∞ для каждого

фиксированного m = 1, 2, . . ..

(ii) → (i). Пусть {Pm}∞m=1 ⊂ P (Z(M)), PmPn = 0 при m 6= n,
∞∑
m=1

Pm = I и

TnPm
п.в.−→ TPm при n → ∞ для каждого фиксированного m = 1, 2, . . .. Тогда для

каждого ε > 0 найдется такая последовательность {Enm}∞n=1 ⊂ P (M), что Enm ↑ I
при n → ∞, E⊥nm ∈ Pf (M), (Tn − T )PmEnm ∈ M и ‖(Tn − T )PmEnm‖M < ε для всех
n,m = 1, 2, . . ..

Положим Zn =
n∑

m=1

Pm и Qn =
n∑

m=1

EnmPm.

Тогда {Zn}∞n ⊂ P (Z(M)) и {Qn}∞n ⊂ P (M), Zn ↑ I, Qn ↑ I,

Q⊥nZn =
n∑

m=1

E⊥nmPm ∈ Pf (M), (Tn − T )Qn =
n∑

m=1

E⊥nmPm ∈ M и поскольку централь-

ные носители операторов (Tn−T )EnmPm попарно ортогональны при фиксированном
n, то

‖(Tn − T )Qn‖M = max ‖(Tn − T )EnmPm‖M < ε.

Следовательно, Tn
л.п.в.−→ T .

Выделим класс алгебр фон Неймана, для которых сходимость почти всюду и ло-
кально почти всюду совпадают.

Теорема 3. Следующие условия эквивалентны:
(i) Всякая сходящаяся локально почти всюду последовательность из LS(M) явля-

ется сходящейся почти всюду в LS(M).

(ii) Алгебра фон НейманаM представима в виде прямой суммыM =
m∑
i=0

Mi, гдеM0

– конечная алгебра фон Неймана,Mi - факторы типа I∞, II∞ либо III, i = 1, 2, . . . ,m,
и m – некоторое натуральное число (некоторые из сомножителей могут отсутство-
вать).

Доказательство. (i)⇒ (ii). Предположим, что M – не конечная алгебра фон Ней-
мана и выберем такой центральный проектор Q ∈ Z(M), что M0 = Q⊥M – конечная
алгебра фон Неймана, а QM – собственно бесконечная алгебра фон Неймана (может
случиться, что Q = I). Покажем, что центр Z(QM) = QZ(M) есть конечномерная
алгебра фон Неймана.

Если это не так, то существует такая последовательность {Zn}∞n=1 ⊂ P (QZ(M)),
что Zn ↑ Q и Zn 6= Q для всех n = 1, 2, . . .. Тогда, очевидно, Zn

л.п.в.−→ Q в LS(M)

и, в силу предложения (i), имеем, что Zn
п.в.−→ Qв LS(M). Поэтому существует та-

кая последовательность {En}∞n=1 ⊂ P (QZ(M)) ⊂ P (M), что En ↑ I, E⊥n ∈ Pf (M),
(Zn − Q)En ∈M и ‖(Zn −Q)En‖M < ε = 1

2
для всех n = 1, 2, . . ..

Поскольку Q − Zn = Z⊥n Q, то (Q − Zn)En = Z⊥n QEn есть проектор, для которого
‖Z⊥n QEn‖ < 1

2
. Следовательно, ‖Z⊥n QEn‖ = 0, и поэтому Z⊥n Q ≤ En. Это означает,

«Таврiйський вiсник iнформатики i математики», №2 2004



98 М.А. Муратов, В.И. Чилин

что Q − Zn = Z⊥n Q есть ненулевой конечный проектор из QM , что противоречит
собственной бесконечности алгебры фон Неймана QM .

Следовательно, алгебра QZ(M) конечномерна, то есть существуют атомы

Q1, Q2, . . . , Qm в P (QZ(M)), для которых
m∑
i=0

Qi = I и Mi = QiM не конечные факто-

ры (то есть факторы типа I∞, II∞ либо III). Таким образом, M есть прямая сумма
m∑
i=0

Mi, где M0 = Q⊥M – конечная алгебра фон Неймана, а Mi = QiM факторы
указанных выше типов.

(ii) ⇒ (i). Предположим, что алгебра фон НейманаM представима в виде прямой

суммы M =
m∑
i=0

Mi, где M0, Mi, i = 1, 2, . . . те же, что и в условии п.(ii). Согласно

предложению 6, имеем:

LS(M) = LS(M0)
⊕ m∑

i=1

LS(Mi).

Обозначим через Qi единицу алгебры фон Неймана Mi, i = 1, 2, . . . ,m. Пусть
Tn, T ∈ LS(M) и Tn

л.п.в.−→ T в LS(M) при n→∞. Тогда TnQi
л.п.в.−→ TQi в LS(M)i при

n→∞ и любом фиксированном i = 1, 2, . . . ,m.
ПосколькуM0 – конечная алгебра фон Неймана, аMi – факторы, то TnQi

п.в.−→ TQi

в LS(M)i при n→∞. Так как Qi ∈ P (Z(M)), то TnQi
п.в.−→ TQi в LS(M) при n→∞.

Согласно теореме 2, получим, Tn
п.в.−→ T в LS(M).

Замечание 5. Пусть алгебра фон Неймана M представима в виде C∗-произведения
M =

∞∏
i=1

Mi, где Mi – факторы типа I∞, II∞ или III, i = 1, 2, . . .. Тогда, в силу тео-

ремы 3, сходимости локально почти всюду и почти всюду не совпадают в LS(M), в
частности, существуют алгебры фон Неймана счетного типа, для которых эти схо-
димости не совпадают (напомним, что алгебра фон Неймана M имеет счетный тип,
если любое семейство ненулевых попарно ортогональных проекторов из P (M) не
более чем счетно).

Замечание 6. Замечание Пусть M фактор типа I или III (в этом случае
LS(M) = M), {Tn}∞n=1, T из M и Tn

л.п.в.−→ T . Тогда для каждого ε > 0 существу-
ет такая последовательность {En}∞n=1 ⊂ P (M), что En ↑ I, E⊥n ∈ Pf (M) (то есть
E⊥n = 0 начиная с некоторого номера n0), (Tn − T )En ∈M и ‖(Tn − T )En‖M < ε (т.е.
‖Tn − T‖ < ε при n ≥ n0). Это означает, что сходимость локально почти всюду сов-
падает с равномерной сходимостью. В силу замечаний 2 и 3 получим, что в случае,
когда M фактор типа I или III, сходимости локально почти всюду и локально по
мере совпадают.

Предложение 11. Пусть Tn, T ∈ S(Z(M)). Следующие условия эквивалентны:
(i). Tn

л.п.в.−→ T в LS(M).
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(ii). Tn −→ T почти всюду в S(Ω,Σ, µ) (∗-алгебра S(Z(M)) отождествляется с
∗-алгеброй S(Ω,Σ, µ), а центр Z(M) – c ∗-алгеброй L∞(Ω,Σ, µ) ).

Доказательство. (i)⇒ (ii). Без ограничения общности можно считать, что T = 0.
Поскольку Tn

л.п.в.−→ 0 в LS(M), то, согласно теореме 2, найдется такая последова-
тельность {Pm}∞m=1 ⊂ P (M), что En ↑ I, E⊥n ∈ Pf (M) и ‖TnPmEn‖M < ε для всех
n = 1, 2, . . ..

Обозначим через {Eλ(|TnPm|)} – спектральное семейство проекторов для операто-
ра |TnPm|. Согласно лемме 1, имеем, что {E⊥ε (|TnPm|) . E⊥n . Поскольку {Eλ(|TnPm|)}
– центральный проектор, то {E⊥ε (|TnPm|) 6 E⊥n и потому En 6 {Eε(|TnPm|) для всех
n = 1, 2, . . ..

Так как En ↑ I, то sup
n>1
{inf
k>n

Eε(|TkPm|)} = I для каждого ε > 0, то есть

∞⋃
n=1

(
∞⋂
k=n

{ω ∈ Ω : |Tk(ω)Pm(ω)| < ε}) = Ω

µ-почти всюду. Этот означает, что TnPm → 0 почти всюду в S(Ω,Σ, µ) при n → ∞
для каждого фиксированного m = 1, 2, . . .. Поскольку

∞∑
m=1

Pm = I, то Tn → 0 почти

всюду в S(Ω,Σ, µ).
(ii) ⇒ (i). Пусть Tn → 0 почти всюду в S(Ω,Σ, µ). Тогда для каждого ε > 0

выполняется следующее равенство:
∞⋃
n=1

(
∞⋂
k=n

{ω ∈ Ω : |Tk(ω)| < ε}) = Ω

µ-почти всюду.
Обозначим через Zn центральный проектор из Z(M), соответствующий множеству

(
∞⋂
k=n

{ω ∈ Ω : |Tk(ω)| < ε}) ∈ Σ. Ясно, что Zn ↑ I, и для En = Zn имеем, что

ZnE
⊥
n = 0 ∈ Pf (M), ‖TnEn‖M = ‖TnZn‖Z(M) < ε для всех n = 1, 2, . . .. Это означает,

что Tn
л.п.в.−→ 0 в LS(M).

В следующей теореме приводится критерий для совпадения сходимостей локально
почти всюду и локально по мере в LS(M).

Теорема 4. Следующие условия эквивалентны:
(i). Если {Tn}∞n=1, T из LS(M), то Tn

л.п.в.−→ T тогда и только тогда, когда Tn
t−→ T .

(ii). Алгебра фон НейманаM представима в виде C∗-произведенияM =
∏
i∈J
Mi, где

Mi – факторы типа I либо типа III, i ∈ J , где J – некоторое множество индексов.

Доказательство. (i)⇒ (ii). Отождествим центр Z(M) алгебры фон НейманаM с ∗-
алгеброй L∞(Ω,Σ, µ), а ∗-алгебру LS(M) с ∗-алгеброй S(Ω,Σ, µ). Если пространство
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с мерой (Ω,Σ, µ) не атомично, тосуществует такое множество A ∈ Σ с 0 6= µ(A) <∞,
что булева алгебра Q(A)Z(M) не имеет атомов, где Q(A) – центральный проектор
из Z(M), соответствующий множеству A. В этом случае, как показано в [13], суще-
ствует такая последовательность {Gn} ⊂ P (Q(A)Z(M)), что µ(Gn) → 0, но {Gn} не
сходится к нулю µ-почти всюду. Из замечания 4 следует, что Gn

t−→ 0. Поэтому, в
силу предположения (i), имеем, что Gn

л.п.в−→ 0. Но тогда, согласно предложения 11,
Gn → 0 почти всюду в S(Ω,Σ, µ), что не так. Следовательно, булева алгебра P (Z(M))

центральных проекторов из M является атомической.
Пусть {Qi}i∈J – множество всех атомов в P (Z(M)), и Mi = QiM , i ∈ J . Тогда

Mi есть фактор для каждого i ∈ J и алгебра фон Неймана M ∗-изоморфна C∗-
произведению

∏
i∈J
Mi (этот ∗-изоморфизм задается отображением ψ : M →

∏
i∈J
Mi, где

ψ(T )− {QiT}i∈J , T ∈M).
Пусть τi – точный нормальный след на Mi (если Mi имеет тип III, то τi(0) = 0 и

τi(T ) = +∞) для всякого положительного оператора T ∈Mi.
Отображение d : M → S+

∞(Ω,Σ, µ), задаваемое формулой d(E) = {τi(EQi)}i∈J
есть размерностная функция наM (так как булева алгебра P (Z(M)) атомична, то Ω

можно отождествить с J , а Σ – с σ-алгеброй всех подмножеств в J , при этом µ(i) <∞
для всех i ∈ J).

Предположим, что существует такое i0 ∈ J , что Mi0 имеет тип II1 или II∞. То-
гда Mi содержит такую коммутативную подалгебру фон Неймана B, что (B, τi0)

∗-изоморфна L∞([0, 1],m), где m-линейная мера Лебега на отрезке [0, 1]. Используя
доказательство теоремы 8 из [13], получим, что существует такая последовательность
{En}∞n=1 ⊂ P (Mi0), что τi0(En) → 0, но {En}∞n=1 не сходится к нулю почти всюду в
S(Mi0). Из теоремы 1 (vi) вытекает, что En

t−→ 0, где En = {T (n)
i }i∈J ∈ P (M), T (n)

i = 0

при i 6= i0 и T (n)
i0

= En. Следовательно, в силу предположения (i), En
л.п.в.−→ 0 и потому

QiEn
л.п.в.−→ 0, откуда следует, что En

л.п.в.−→ 0 в LS(Mi0) = S(Mi0). Так какMi0 – фактор,
то En → 0 почти всюду в S(Mi0), что не так. Из полученного противоречия следует,
что каждый фактор Mi имеет тип I или III, i ∈ J .

(ii) ⇒ (i). Пусть алгебра фон Неймана M представима в виде C∗-произведения
M =

∏
i∈J
Mi, гдеMi – факторы типа I, либо типа III. Для доказательства импликации

(ii) ⇒ (i) достаточно показать, что если {T (n)
i }i∈J = Tn ∈ LS(M) =

∏
i∈J
LS(Mi) и

Tn
t−→ 0, то Tn

л.п.в.−→ 0.
Положим Qj = {Ei}i∈J ∈ P (Z(M)), где Ei = 0 при i 6= j и Ej = IMj

-единица в
алгебре Mj. Предположим, что Tn

t−→ 0. Тогда, в силу теоремы 1 (iii), QjTn
t−→ 0

для каждого j ∈ J .
Зафиксируем ε > 0 и положим
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Z1 = sup{Qi : ‖T (k)
i ‖Mi

< ε для всех k > 1},
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Zn = sup{Qi : ‖T (k)
i ‖Mi

< ε для всех k > n},
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ясно, что Zn ∈ P (Z(M)) и Zn ≤ Zn+1, n = 1, 2, . . . .

Пусть Z0 = sup
n>1

Zn. Если Z0 6= I, то найдется такой i0 ∈ J , что Z0Qi0 = 0.

С другой стороны, из сходимости ‖T (k)
i ‖Mi

→ 0 при k → ∞ получим, что
Qi0 6 Zn(ε) 6 Z0 для некоторого номера n(ε), что противоречит равенству Z0Qi0 = 0.
Следовательно, Zn ↑ I. Положим, что En = Zn, n = 1, 2, . . .. Тогда En ↑ I,
ZnE

⊥
n = 0 ∈ Pf (M), ‖TnEn‖M = ‖TnZn‖M = ‖

i:Qi6Zi

T
(n)
i ‖Mi

6 ε.

Это означает, что Tn
л.п.в.−→ 0.

Заключение

Основными результатами данной статьи являются теоремы 3 и 4, в которых
получены необходимые и достаточные условия эквивалентности сходимостей почти
всюду и локально почти всюду, а также сходимостей локально почти всюду и локаль-
но по мере последовательностей локально измеримых операторов, присоединенных
к произвольной алгебре фон Неймана M .

В дальнейшем, представляется интересным изучение двусторонних сходимостей
почти всюду и локально почти всюду и порядковых сходимостей последовательно-
стей локально измеримых операторов.
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