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AbstractFor algebras P�;� associated with Dynkin graphs �, we describe the set �� = f� j exist�-representation of algebra P�;�g.
Ââåäåíèå

1. Ïóñòü fAkgnk=1 ìíîæåñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Pnk=1Ak = 
IH
(
 2 R) è ñïåêòð êàæäîãî îïåðàòîðà Ak ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì Mk � R+
(R+ = [0;1)). Òàêèå îïåðàòîðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå,
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè îïåðàòîðîâ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (ñì.,
íàïðèìåð, [1]-[4]).

2. Ýòè ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîðû
� -ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçóþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàõ. Ðàññìîòðèì àëãåáðó

PR1;:::;Rn ;
 = Cha1; : : : ; an jRk (ak) = 0; k = 1; : : : ; n;
nX

k=1 ak = 
ei;
ãäå Rk (k = 1; : : : ; n) ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è 
 2 C. Â
ðàáîòàõ [4, 5] è äð. èçó÷àëèñü àëãåáðû, ïîðîæäåííûå îáðàçóþùèìè ñ çàäàííûì
ñïåêòðîì, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïóñòü êîðíè
âñåõ ïîëèíîìîâ Rk (k = 1; : : : ; n) ïðîñòûå è âåùåñòâåííûå è 
 2 R+. Òîãäà ýòè
àëãåáðû èçîìîðôíû (ñì. [6]) àëãåáðàì

PM1;:::;Mn ;
 = Chp(1)1 ; : : : ; p(1)m1 ; : : : ; p(n)1 ; : : : ; p(n)mn j p(i)2k = p(i)k ;
nX
i=1

miX
k=1 �

(i)k p(i)k = 
e;
miX
k=1 p

(i)k = e; p(i)j p(i)k = 0; j; k = 1; : : : ;mi; j 6= k; i = 1; : : : ; ni:
Âñå àëãåáðû PM1;:::;Mn ;
 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê � -àëãåáðû, ñ÷èòàÿ îáðàçóþùèå
îðòîïðîåêòîðàìè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ôîíäà DFG (Ãåðìàíèÿ), ïðîåêò 436UKR 113/71, à òàêæåÃîñóäàðñòâåííîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Óêðàèíû, ïðîåêò 01.07/071
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3. Äàëåå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Mi =
n
0 = �(i)mi < : : : < �(i)1

o. Ñ
àëãåáðîé PM1;:::;Mn ;
 ìîæíî ñâÿçàòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ � ñ
n âåòêàìè, êîòîðûå âûõîäÿò èç îäíîãî êîðíÿ, äëèíû mi i = 1; : : : ; n (ò.å. íà
i-é âåòêå mi âåðøèí, âêëþ÷àÿ êîðåíü). Àëãåáðà PM1;:::;Mn ;
 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ
ãðàôîì � ñ âåðøèíàìè íà i-é âåòêå p(i)k , íàáîðàìè ÷èñåë n�(i)k

on
i=1 k = 1; : : : ;mi � 1

(ò.å. ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé � íà ãðàôå � : ��p(i)k
�

= �(i)k ïðè i = 1; : : : ; n è
k = 1; : : : ;mi � 1 ) è ïàðàìåòðîì 
 (ðàâíûì çíà÷åíèþ � â êîðíå ãðàôà �). Òîãäà
àëãåáðó PM1;:::;Mn ;
 ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç P�;� :

PM1;:::;Mn ;
 = P�;� = Chp(1)1 ; : : : ; p(1)m1�1; : : : ; p(n)1 ; : : : ; p(n)mn�1 j p(i)2k = p(i)k ;nX
i=1

miX
k=1 �

(i)k p(i)k = 
e; p(i)j p(i)k = 0; j; k = 1; : : : ;mi; j 6= k; i = 1; : : : ; ni;

çäåñü p(i)mi = e�Pmi�1k=1 p(i)k ; i = 1; : : : ; n. Â äàëüíåéøåì ôóíêöèþ � íà ãðàôå � áóäåì
íàçûâàòü õàðàêòåðîì àëãåáðû P�;�.Èíîãäà àëãåáðó P�;� ìû áóäåì çàäàâàòü ðèñóíêîì, íà êîòîðîì
èçîáðàæåí ãðàô �, ó åãî âåðøèí p(i)k íàïèñàíû ÷èñëà �(i)k(k = 1; : : : ;mi � 1; i = 1; : : : ; n), ó êîðíÿ � ÷èñëî 
. Íàïðèìåð, àëãåáðà
P�;� = Pf0=�(1)m1<�(1)m1�1<:::<�(1)1 g;f0=�(2)m2<�(2)m2�1<:::<�(2)1 g;f0=�(3)m3<�(3)m3�1<:::<�(3)1 g ;
 çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ðèñóíêîì:

r

�(3)m3�1
�(3)m3�2
�(3)1


 �(2)m2�1�(2)m2�2�(2)1�(1)m1�1 �(1)m1�2 �(1)1
: : : : : :

...

r

r

r

rr r r r r�

4. Àëãåáðû P�;�, àññîöèèðîâàííûå ñ ãðàôîì Äûíêèíà, óñòðîåíû ïðîùå,
÷åì àëãåáðû, àññîöèèðîâàííûå ñ äðóãèìè ãðàôàìè. Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðû P�;�êîíå÷íîìåðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè àññîöèèðîâàíû ñ ãðàôàìè
Äûíêèíà An (n � 1), Dn (n � 4), E6, E7 è E8 (ñì. [5]).5. � -ïðåäñòàâëåíèå � àëãåáðû P�;� � íàáîð îðòîïðîåêòîðîâ P (i)k = �(p(i)k )

i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;mi â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (P (i)2k = P (i)�k = P (i)k , ïðè
i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;mi), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: Pni=1Pmik=1 �(i)k P (i)k = 
IHè Pmik=1 P (i)k = IH äëÿ âñåõ i = 1; : : : ; n ( IH � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â H).

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2004
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Èç óñëîâèÿ Pmik=1 P (i)k = IH , íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî P (i)j P (i)k = 0 ïðè
j; k = 1; : : : ;mi; j 6= k; i = 1; : : : ; n.

Åñëè � � êîíå÷íîìåðíîå � -ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû P�;� â ïðîñòðàíñòâå H
è d0 = dimH; d(i)k = dim ImP (i)k ; i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;mi � 1,
òî âåêòîð (d0; d(1)1 ; : : : ; d(1)m1�1; : : : ; d(n)1 ; : : : ; d(n)mn�1) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé
ðàçìåðíîñòüþ � -ïðåäñòàâëåíèå �. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð P�;�, àññîöèèðîâàííûõ
ñ ãðàôàìè Äûíêèíà òàêæå óñòðîåíû ïðîùå, ÷åì ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð,
àññîöèèðîâàííûõ ñ äðóãèìè ãðàôàìè (ñì. [7, 8]).

6. Â ï. íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ àëãåáð P�;�, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè
Äûíêèíà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [7, 8] è ïðèâåäåííûå â ï.1 ñâåäåíèÿ î
íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèÿõ P�;�, îïèñàíî ìíîæåñòâîP� = f� j ñóùåñòâóåò
� -ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû P�;�g.

1. Î íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû P�;�
1. Ñëåäóÿ [8], � -ïðåäñòàâëåíèå � àëãåáðû P�;� áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííûì,

åñëè �(p(i)k ) 6= 0 ïðè 1 � k � mi; i = 1; : : : ; n è Pmik=1 �(p(i)k ) 6= I äëÿ i = 1; : : : ; n.
Ïóñòü� � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà f1; 2; : : : ; ng. Áóäåì íàçûâàòü � -ïðåäñòàâëåíèå �
àëãåáðû P�;� �-íåâûðîæäåííûì, åñëè �(p(i)k ) 6= 0 ïðè 1 � k � mi � 1; i = 1; : : : ; n èPmi�1k=1 �(p(i)k ) 6= I äëÿ i 2 � � f1; : : : ; ng èPmi�1k=1 �(p(i)k ) = I äëÿ i 62 �. Â äàëüíåéøåì,
äëÿ �-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé ìíîæåñòâà � íàçûâàåì íåâûðîæäåííûìè
ïî íàïðàâëåíèÿì, à òî÷êè ìíîæåñòâà f1; : : : ; ngn� � íàïðàâëåíèÿìè âûðîæäåíèÿ.
Ïðè � = f1; : : : ; ng �-íåâûðîæäåííîå � -ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç RepP�;� êàòåãîðèþ � -ïðåäñòàâëåíèé � àëãåáðû P�;�,irr-RepP�;� � êàòåãîðèÿ íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, n-d-RepP�;� �
êàòåãîðèÿ íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, n-d; irr-RepP�;� � êàòåãîðèÿ
íåïðèâîäèìûõ íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, à òàêæå �-RepP�;� � êàòåãîðèÿ
�-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, �-irr-RepP�;� � êàòåãîðèÿ íåïðèâîäèìûõ
�-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé. Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ:

n-d; irr-RepP�;� � irr-RepP�;� � RepP�;�,n-d; irr-RepP�;� � n-d-RepP�;� � RepP�;�,
�-irr-RepP�;� � �-RepP�;� � RepP�;�.

2. Ïóñòü �0 ïîääåðåâî â � è �j�0 = �0 � ñóæåíèå õàðàêòåðà � íà âåðøèíû
ãðàôà �0. Òîãäà àëãåáðà P�0;�0 åñòü ôàêòîð-àëãåáðà àëãåáðû P�;�. Îáîçíà÷èì
j�0;�0�;� : RepP�0;�0 �! RepP�;� ôóíêòîð âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé.
Ïðåäëîæåíèå 1. 1) Äëÿ ëþáîãî � -ïðåäñòàâëåíèÿ � àëãåáðû P�;� ñóùåñòâóþò

åäèíñòâåííûå �0, � è �-íåâûðîæäåííîå � -ïðåäñòàâëåíèå ~� àëãåáðû P�0;�0òàêèå, ÷òî j�0;�0�;� ~� = �.
2) Ïðåäñòàâëåíèÿ � íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~� íåïðèâîäèìî.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2004
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3) Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
RepP�;� =

S
�0��

S
��f1;:::;ng j

�0;�0�;� (�-RepP�0;�0)
irr-RepPM1;:::;Mn ;
 = S

�0��
S

��f1;:::;ng j
�0;�0�;� (�-irr-RepP�0;�0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî � -ïðåäñòàâëåíèÿ � àëãåáðû P�;� ïîëîæèì
V �0 = fp(i)k 2 V � j �(p(i)k ) 6= 0g (V � � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà �). Ìíîæåñòâî �

ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè �(p(i)k ) 6= 0 ïðè 1 � k � mi � 1; i = 1; : : : ; n èPmi�1k=1 �(p(i)k ) 6= I, òî i 2 � � f1; : : : ; ng, à åñëè Pmi�1k=1 �(p(i)k ) = I, òî i 62 �. Òîãäà
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ~� àëãåáðû P�0;�0 òàêîãî, ÷òî �(p(k)j ) = ~�(p(k)j ) ïðè �(p(k)j ) 2 �0 è
�(p(i)k ) = 0 ïðè �(p(i)k ) 62 �0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî j�0;�0�;� ~� = �. �

3. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå � ïðèâîäèìî, òî îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåâûðîæäåííûõ (�-íåâûðîæäåííûõ) íà
ôàêòîð-àëãåáðàõ ïîäïðåäñòàâëåíèé. Íî åñëè � ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèé òèïà I, ò.å. èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H íà
èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî � ïîäïðîñòðàíñòâà H =

PkHk, ãäå Hk = Hk 
 ~Hkè � =
Pk(�k 
 Ik) è �k íåïðèâîäèìîå � -ïðåäñòàâëåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ,

âûðîæäåííîå), òî ðàçëîæåíèþ � ìîæíî ïðèäàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìó:
� = �k(�k 
 Ik) =

P�0��; ��f1;:::;ngPk(j�0;�0�;� ~�k 
 Ik), ãäå ~�k ( k = 1; : : : ; n)
�-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû P�0;�0 .4. Ïóñòü � � ãðàô Äûíêèíà. Òàê êàê àëãåáðà P�;�, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ãðàôîì
Äûíêèíà, èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî m� íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, òî èìååò ìåñòîñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå � àëãåáðû P�;� îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿâ ïðÿìóþ ñóììó � =

Pm�k=1(�k 
 Ik) =
P�0��; ��f1;2;3gPm�k=1(j�0;�0�;� ~�k 
 Ik)(�k� íåïðèâîäèìûå íåýêâèâàëåíòíûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû P�;�, òàêèå, ÷òî� = j�0;�0�;� ~�, ~�k � �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû P�0;�0) ïî âñåì

ïîäãðàôàì �0 è ïîäìíîæåñòâàì � � f1; 2; 3g.
Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå âñåõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû P�;�, àññîöèèðîâàííîé ñ

ãðàôîì Äûíêèíà � ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé, à îïèñàíèå
íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ âñåõ �-íåâûðîæäåííûõ
íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðàôàìè �0 � �.

Ñâåäåì åù¼ îïèñàíèå �-íåâûðîæäåííûõ íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé
àëãåáðû P�0;�0 ê îïèñàíèþ íåâûðîæäåííûõ íåïðèâîäèìûõ � -ïðåäñòàâëåíèé
àëãåáðû P�00;�00 , àññîöèèðîâàííîé ñ äðóãèì ãðàôîì �00 è çàäàííîé äðóãèì
õàðàêòåðîì �00. Ââåäåì ãðàô �00, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç �0 óäàëåíèåì ïî
îäíîìó çâåíó â êàæäîì íàïðàâëåíèè âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü ~p(i)k âåðøèíû
ãðàôà �00 (k = 1; : : : ;mi � 1; i = 1; 2; 3) â íåâûðîæäåííûõ íàïðàâëåíèÿõ è

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2004
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k = 1; : : : ;mi � 2 â íàïðàâëåíèÿõ âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü �00 ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð
àëãåáðû P�00;�00 , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç õàðàêòåðà �0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì
�00(~p(i)k ) = �0(p(i)k ) = �(i)k äëÿ âåðøèí íà íåâûðîæäåííûõ íàïðàâëåíèÿõ (i 2 �),
�00(~p(j)k ) = �0(p(j)k ) � �0(p(j)mj�1) = �(j)k � �(j)mj�1 â âåðøèíà âûðîæäåííûõ íàïðàâëåíèé
(i 2 �), �00(
) = 
 � Pi 62� �0(p(i)mi�1). Ïîñòðîèì ôóíêòîð �� èç �-RepP�0;�0 â
n-d-RepP�00;�00 . Ïóñòü �0 2 �-RepP�0;�0 ; �0(p(i)k ) = P (i)k è �0(p(i)k ) = �(i)k . Ïîëîæèì
��(�0) = �00 2 n-d-RepP�00;�00 . Íà ìîðôèçìàõ �� çàäàåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
Ïðåäëîæåíèå 3. �� � èçîìîðôèçì êàòåãîðèé �-RepP�0;�0 è n-d-RepP�00;�00 .

2. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ��
1. Îïèøåì ìíîæåñòâî �� = f� j ñóùåñòâóåò � -ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû P�;�g,

�� � Rm1�1+ � Rm2�1+ � Rm3�1+ � R+ äëÿ ãðàôîâ Äûíêèíà �. Ââåäåì
ìíîæåñòâà �irr� = f� j ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå � -ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû P�;�g,
�n�d;irr� = f� j � - P�;�g , ��;irr� = f� j � - � - P�;�g.
Ïðåäëîæåíèå 4. Õàðàêòåð �2�� = �irr� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ïîäãðàô �0 è ïîäìíîæåñòâî � � f1; 2; 3g òàêèå, ÷òî �0 2 ��;irr�0 , ò.å. êîãäà
� 2 S�0��; ��f1;2;3g(Rl+ � ��;irr�0 ), ãäå l = jV �nV �0j .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � 2��, òîãäà ñóùåñòâóåò åãî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó
íåïðèâîäèìûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, �� = �irr� .

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Ìíîæåñòâî �irr� ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ïîäìíîæåñòâ õàðàêòåðîâ � ïî �0 � � è � � f1; 2; 3g òàêèõ, ÷òî
�j�0 2 ��;irr�0 , à íà ïîäãðàôå �n�0 çíà÷åíèÿ � ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, çàäàþùèìè
õàðàêòåð � íà �. �

Ïðåäëîæåíèå 4 ñâîäèò îïèñàíèå ìíîæåñòâà �� ê îïèñàíèþ ��;irr�0 äëÿ ãðàôîâ
Äûíêèíà �0. Îïèøåì ìíîæåñòâî ��;irr�0 ïðè � 6= f1; 2; 3g. Äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà �0 íà
ãðàôå �0 ââåäåì îòîáðàæåíèå '�, ïîëîæèâ '�(�0) = �00, ãäå õàðàêòåð �00 íà ãðàôå �00
áûë ïîñòðîåí âûøå (ñì. 1.4). Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 5. 1) '� îòîáðàæàåò ��;irr�0 â �n�d;irr�00 .

2) Õàðàêòåð �0 2 ��;irr�0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �0 2 ��1� (�n�d;irr�00 ):
2. Êîíêðåòèçèðóåì îïèñàíèå ìíîæåñòâà �� ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ ãðàôîâ

Äûíêèíà An (n � 1), Dn (n � 4), E6, E7 è E8.
2.1. Ìíîæåñòâà �An (n � 1). Àëãåáðà P�;�
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 �(2)m2�1�(2)m2�2�(2)1�(1)m1�1 �(1)m1�2 �(1)1
: : : : : :An

rrr r r r r

êîììóòàòèâíà è èìååò òîëüêî îäíîìåðíûå íåïðèâîäèìûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ.
Íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî ó ãðàôà âèäà:


 = 0;� = f1; 2g:r

Äðóãèå �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî ó ãðàôîâ âèäà :


 = �(2)i ;� = f1g;
rr �(2)i



 = �(1)j ;� = f2g;
rr�(1)j 



 = �(1)k + �(2)l ;� = ;:
rr�(1)k 
 r�(2)l

Ïóñòü õàðàêòåð � = (�(1)1 ; : : : ; �(1)m1�1;�(2)1 ; : : : ; �(2)m2�1; 
) 2 Rm1�1+ �Rm2�1+ �R+. Èìååòìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Õàðàêòåð � 2PAn, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� 2 (Rm1�1+ � Rm2�1+ � f0g)[(
m2�1[
k=1 (R

m1�1+ � Rm2�1+ � f�(2)k g))[

m1�1[
j=1 (R

m1�1+ � Rm2�1+ � f�(1)j g)[(
m1�1[
k=1

m2�1[
l=1 (R

m1�1+ � Rm2�1+ � f�(1)k + �(2)l g)):
Äàëåå ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ íà ãðàôå �, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì íåïðèâîäèìûì

�-íåâûðîæäåííûì � -ïðåäñòàâëåíèÿì ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðàôàìè
òèïà Ak (k � 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç �irr�;A.
2.2. Ìíîæåñòâà �Dn (n � 4). Ðàññìîòðèì àëãåáðó PDn;�

�(3)1

 �(2)1�(1)m1�1 �(1)m1�2 �(1)1

: : : r

r

rr r r

Dn
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è îïèøåì âñå å¼ �-íåâûðîæäåííûå íåïðèâîäèìûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âñåõ �0 � Dnè � � f1; 2; 3g.

Îïèñàíèå �-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé ôàêòîð-àëãåáð PDn;�,àññîöèèðîâàííûõ ñ ïîäãðàôàìè òèïà Ak ñì. â ï. 2.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pf1;2g;irrAm1+1
,Pf1;3g;irrAm1+1

èPf2;3g;irrA3 õàðàêòåðû, îòâå÷àþùèå âñåì �-íåâûðîæäåííûì íåïðèâîäèìûì
� -ïðåäñòàâëåíèÿì ôàêòîð-àëãåáð


 �(i)1�(1)m1�1 �(1)m1�2 �(1)1
: : :Am1+1

rrr r r

� = f1; ig; i = 2; 3
è A3

� = f2; 3g
rr�(2)1 
 r�(3)1

Òîãäà �irrDn;A = �
f1;2g;irrAm1+1

S
�
f1;3g;irrAm1+1

S
�
f2;3g;irrA3 .

Òàê êàê íåïðèâîäèìûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû PDn;� íå áîëåå ÷åì äâóìåðíû,
òî å¼ íåïðèâîäèìûå íåâûðîæäåííûå (� = f1; 2; 3g) � -ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò
òîëüêî äëÿ ôàêòîð-àëãåáð PD4;�0k :

�(3)1

 �(2)1�(1)k

r

r

r r

D4

Ìíîæåñòâî �n�d;irrD4;k çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: �(2)1 + �(3)1 > �(1)k ,
�(1)k + �(2)1 > �(3)1 , �(1)k + �(3)1 > �(2)1 , �(1)k + �(2)1 + �(3)1 = 2
. Â ýòîì ñëó÷àå
íåâûðîæäåííûå íåïðèâîäèìûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî â îáîáùåííîé
ðàçìåðíîñòè (2; 1; 1; 1) (ñì. [8]).

Äðóãèå�-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû PDn;� ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿïîäãðàôà D5. Àëãåáðà PD5;�0k;j
�(3)1


 �(2)1�(1)k �(1)j
r

r

rr r

D5

èìååò �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ òîëüêî ïðè � = f2; 3g. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 3, îíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
íåâûðîæäåííûìè � -ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû PD4;�00k;j
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�(3)1

 � �(1)k �(2)1�(1)j � �(1)k

r

r

r r

D4

Ìíîæåñòâî �
f2;3g;irrD5;k;j çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: �(1)j + �(2)1 + �(3)1 > 
,

�(1)k + �(2)1 > �(1)j + �(3)1 , �(1)k + �(3)1 > �(1)j + �(2)1 , �(1)k + �(1)j + �(2)1 + �(3)1 = 2
 è
ñóùåñòâóþò òîëüêî â îáîáùåííîé ðàçìåðíîñòè (2; 1; 1; 1).

Ïóñòü õàðàêòåð � = (�(1)1 ; : : : ; �(1)m1�1;�(2)1 ;�(3)1 ; 
) 2 Rm1�1+ � R+ � R+ � R+. Èìååòìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Õàðàêòåð � 2 �Dn, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� 2 (
[
k �n�d;irrD4;k )

[
(
[
k;j �

f2;3g;irrD5;k;j )
[

�
f1;2g;irrAm1+1

[
�
f1;3g;irrAm1+1

[
�
f2;3g;irrA3 =

= (
[
k �n�d;irrD4;k )

[
(
[
k;j �

f2;3g;irrD5;k;j )
[

�irrDn;A
Ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ íà ãðàôå �, ñîîòâåòñòâóþùåå âñåì íåïðèâîäèìûì

�-íåâûðîæäåííûì � -ïðåäñòàâëåíèÿì ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðàôàìè
òèïà Dn (n � 4) îáîçíà÷èì ÷åðåç �irr�;D.
2.3. Ìíîæåñòâî �E6. Ðàññìîòðèì àëãåáðó PE6;�

�(3)1

 �(2)2�(2)1�(1)2 �(1)1

r

r

r rr rr
E6

Ìíîæåñòâî �n�d;irrE6 = �
f1;2;3g;irrE6 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè(ñì. [8]):

1. Â îáîáùåííîé ðàçìåðíîñòè (3; 1; 1; 1; 1; 1): 
 > �(1)1 ; 
 > �(2)1 ; �(1)2 + �(2)1 > 
;
�(1)1 + �(2)2 > 
; 
 > �(1)2 + �(2)2 ; �(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(3)1 = 3
.

2. Â îáîáùåííîé ðàçìåðíîñòè (3; 1; 1; 1; 1; 2): �(3)1 + �(2)1 > 
; 
 > �(1)2 + �(1)3 ;

 > �(2)2 +�(3)1 ; �(1)1 +�(3)1 > 
; �(1)2 +�(2)2 +�(3)1 > 
; �(1)1 +�(1)2 +�(2)1 +�(2)2 +�(3)1 = 3
.

Îïèñàíèå äðóãèõ �-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû PE6;�(� 6= f1; 2; 3g) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð,
àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè òèïà Dk (k = 4; 5), Aj (j = 3; 4; 5). Íàïðèìåð, ïðè
� = f3g îíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ � -ïðåäñòàâëåíèÿìè
àëãåáðû
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�(3)1

 � �(1)2 � �(2)2

�(2)1 � �(2)2�(1)1 � �(1)2 r

r

r r

D4

Ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðîâ íà E6 îáîçíà÷èì ÷åðåç �
f3g;irrE6 . Îíî

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: �(1)2 + �(2)1 + �(3)1 > �(1)1 + �(2)2 ;
�(1)1 +�(2)1 > �(1)2 +�(2)2 +�(3)1 ; �(1)1 +�(2)2 +�(3)1 > �(1)2 +�(2)1 ; �(1)1 +�(1)2 +�(2)1 +�(2)2 +�(3)1 = 2
.

Âñå îñòàëüíûå �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàíû ñ
ïîäãðàôàìè òèïà Dk (k � 4), Aj (j � 1).

Ïóñòü õàðàêòåð � = (�(1)1 ; �(1)2 ;�(2)1 ; �(2)2 ;�(3)1 ; 
) 2 R2+�R2+�R+�R+. Èìååò ìåñòîñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Õàðàêòåð � 2 �E6, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� 2 [
��f1;2;3g�

�;irrE6

[
�irrE6;D

[
�irrE6;A:

Äàëåå ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ íà ãðàôå �, ñîîòâåòñòâóþùåå âñåì íåïðèâîäèìûì
�-íåâûðîæäåííûì � -ïðåäñòàâëåíèÿì ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðàôàìè
òèïà E6 îáîçíà÷èì ÷åðåç �irr�;E6 .
2.4. Ìíîæåñòâî �E7. Ðàññìîòðèì àëãåáðó PE7;�

�(3)1

 �(2)2�(2)1�(1)2 �(1)1 �(2)3

r

r

r rr rr r
E7

èìååò òðè íåïðèâîäèìûå íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. [8]):
1. Â ðàçìåðíîñòè (4; 1; 1; 1; 1; 1; 1): 
 > �(2)3 + �(3)1 ; �(1)1 + �(2)1 + �(3)1 > 
;

�(2)2 + �(3)1 > 
; 2
 > �(1)2 + �(2)1 + �(3)1 ; 
 > �(2)1 ; 2
 > �(1)1 + �(2)2 + �(3)1 ;
�(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + 2�(3)1 = 4
.

2. Â ðàçìåðíîñòè (4; 1; 2; 1; 1; 1; 2): �(1)1 + �(2)2 > 
; 2
 > �(1)1 + �(2)1 + �(3)1 ;

 > �(1)1 +�(2)3 ; 2
 > �(1)1 +�(2)2 +�(2)3 +�(3)1 ; �(1)1 +�(3)1 > 
; �(1)1 +�(2)1 +�(2)3 +�(3)1 > 2
;
2�(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + �(3)1 = 4
.

3. Â ðàçìåðíîñòè (4; 2; 1; 1; 1; 1; 2): 
 > �(1)2 +�(2)2 ; �(1)2 +�(2)3 +�(3)1 > 
; �(1)2 +�(2)1 > 
;
�(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(3)1 > 2
; 
 > �(2)2 + �(3)1 ; 2
 > �(1)2 + �(2)1 + �(2)3 + �(3)1 ;
�(1)1 + 2�(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + 2�(3)1 = 4
:
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Îïèñàíèå äðóãèõ �-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû PE7;�(� 6= f1; 2; 3g) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð,
àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè òèïà E6; Dk (k = 5; 6), Aj (j = 4; 5; 6).
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî �

f1;3girrE6 îïðåäåëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûìè íåïðèâîäèìûìè
� -ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû

�(3)1

 � �(2)3 �(2)2 � �(2)3

�(2)1 � �(2)3
�(1)2 �(1)1

r

r

r rr rr
E6

Ïðè ýòîì
1. 
 > �(1)1 + �(2)3 ; 
 > �(2)1 ; �(1)2 + �(2)1 > 
; �(1)1 + �(2)2 > 
; 
 > �(1)2 + �(2)2 ;

�(1)1 +�(1)2 +�(2)1 +�(2)2 +�(2)3 +�(3)1 = 3
. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò
â îáîáùåííîé ðàçìåðíîñòè (3; 1; 1; 1; 1; 1):

2. �(2)1 + �(3)1 > 
; 
 > �(1)2 + �(2)3 + �(3)1 ; 
 > �(2)2 + �(3)1 ; �(1)1 + �(2)3 + �(3)1 > 
;
�(1)2 + �(2)2 + �(3)1 > 
; �(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + 2�(3)1 = 3
. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò â îáîáùåííîé ðàçìåðíîñòè (3; 1; 1; 1; 1; 2):

Âñå îñòàëüíûå �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàíû ñ
ïîäãðàôàìè òèïà E6; Dk (k � 4), è Aj (j � 1).

Ïóñòü õàðàêòåð � = (�(1)1 ; �(1)2 ;�(2)1 ; �(2)2 ;�(3)1 ; 
) 2 R2+�R3+�R+�R+. Èìååò ìåñòîñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Õàðàêòåð � 2 �E7, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� 2 [
��f1;2;3g�

f1;3g;irrE7

[
�irrE7;E6

[
�irrE6;D

[
�irrE7;A:

Äàëåå ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ íà ãðàôå �, ñîîòâåòñòâóþùåå âñåì íåïðèâîäèìûì
�-íåâûðîæäåííûì � -ïðåäñòàâëåíèÿì ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðàôàìè
òèïà E7 îáîçíà÷èì ÷åðåç �irr�;E7 .
2.5. Ìíîæåñòâî �E8. Ðàññìîòðèì àëãåáðó PE8;�

�(3)1

 �(2)2�(2)1�(1)2 �(1)1 �(2)3 �(2)4

r

r

r rr rr r r
E8
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Ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå íåâûðîæäåííûå
� -ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû PE8;�, îáîçíà÷èì ÷åðåç �n�d;irrE8 = �

f1;2;3g;irrE8 . Îïèñàíèå
îäèííàäöàòè òèïîâ òàêèõ � -ïðåäñòàâëåíèé ñì. â [8].

Îïèñàíèå äðóãèõ �-íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû PE8;�(� 6= f1; 2; 3g) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íåâûðîæäåííûõ � -ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð,
àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè òèïà E7, Dk (k = 6, 7) èëè Aj (j = 5, 6, 7).
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî �

f1;3girrE8 îïðåäåëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûìè íåïðèâîäèìûìè
� -ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû

�(3)1


 � �(2)4 �(2)2 � �(2)4
�(2)1 � �(2)4

�(1)2 �(1)1
�(2)3 � �(2)4

r

r

r rr rr r
E7

Ïðè ýòîì îíè ñóùåñòâóþò òîëüêî:
1. Â ðàçìåðíîñòè (4; 1; 1; 1; 1; 1; 2), êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 
 > �(2)3 + �(3)1 ;

�(1)1 + �(2)1 + �(3)1 > 
; �(2)2 + �(3)1 > 
; 2
 > �(1)2 + �(2)1 + �(2)4 + �(3)1 ; 
 > �(2)1 ;
2
 > �(1)1 + �(2)2 + �(2)4 + �(3)1 ; �(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + �(2)4 + 2�(3)1 = 4
.

2. Â ðàçìåðíîñòè (4; 1; 2; 1; 1; 1; 2), êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
�(1)1 + �(2)2 > 
; 2
 > �(1)1 + �(2)1 + �(2)4 + �(3)1 ; 
 > �(1)1 + �(2)3 ;
2
 > �(1)1 + �(2)2 + �(2)3 + �(3)1 ; �(1)1 + �(2)4 + �(3)1 > 
; �(1)1 + �(2)1 + �(2)3 + �(3)1 > 2
;
2�(1)1 + �(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + �(2)4 + �(3)1 = 4
.

3. Â ðàçìåðíîñòè (4; 2; 1; 1; 1; 1; 2), êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 
 > �(1)2 + �(2)2 ;
�(1)2 +�(2)3 +�(3)1 > 
; �(1)2 +�(2)1 +�(2)4 > 
; �(1)2 +�(2)1 +�(2)2 +�(3)1 > 2
; 
 > �(2)2 +�(2)3 ;
2
 > �(1)2 + �(2)1 + �(2)3 + �(3)1 ; �(1)1 + 2�(1)2 + �(2)1 + �(2)2 + �(2)3 + �(2)4 + 2�(3)1 = 4
.

Âñå îñòàëüíûå �-íåâûðîæäåííûå � -ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòîð-àëãåáð, ñâÿçàííûå ñ
ïîäãðàôàìè òèïà E7; E6; Dk(k � 4), è Aj(j � 1).

Ïóñòü õàðàêòåð � = (�(1)1 ; �(1)2 ;�(2)1 ; �(2)2 ;�(3)1 ; 
) 2 R2+�R4+�R+�R+. Èìååò ìåñòîñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 5. Õàðàêòåð � 2 �E8, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� 2 [
��f1;2;3g�

f1;3g;irrE7

[
�irrE8;E7

[
�irrE8;E6

[
�irrE8;D

[
�irrE8;A:

Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ àëãåáð P�;�, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè Äûíêèíà �, ìû îïèñàëè ìíîæåñòâî

õàðàêòåðîâ �� = f� j ñóùåñòâóåò �-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû P�;�g.
¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2004
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