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Abstract
There are obtained the new classes of the parabolic systems of the partial differential equations, that

are admitting the groups of Euclid, Galilei and their extensions with operator of the scale transformations.

Вступ

Характерною особливiстю сучасного природознавства стала замiна вербальних,
схематичних методiв опису математичними, а витiснення iнтуїтивних висновкiв де-
дуктивними iнодi називають «дедуктивним терором».

Ступiнь зрiлостi науки про природу визначається ефективнiстю математичних
моделей (ММ) її об’єктiв дослiдження.

Глобальнi екологiчнi проблеми выкликали необхiднiсть у створеннi прогностичних
моделей розвитку як окремих регiонiв, так i планети в цiлому.

Iз середини 20 ст. за допомогою ЕОМ проводяться числовi розрахунки траєкторiй
космiчних ракет i супутникiв, поведiнки уранових котлiв у рiзних режимах, теоре-
тичних результатiв ядерних вибухiв, хiмiчних реакцiй, дифузiї, дренажу грунтових
вод i т. iн. Їхньою метою є пiдвищення безпеки i мiнiмiзацiя часових, енергетичних i
фiнансових витрат. Для найпоширенiших нелiнiйних систем кожей результат є новим
i може викликати сумнiви. Аварiї пiд час посадки на Марс та у Чорнобилi свiдчать
про високу цiну можливих помилок. Починати числове дослiдження ММ без попере-
днього аналiзу рiзних граничних випадкiв неприпустимо, оскiльки джерела помилок
можуть бути пов’язанi не лише з вибором моделi, але й використаними числовими
методами i алгоритмами розв’язання. Як правило, граничнi випадки допускають то-
чнi аналiтичнi розв’язки, якi дають уявлення про порядки дослiджуваних величин
та їхню якiсну поведiнку, а також слугують тестом для вiдбору числового алгоритму
за стiйкiстю схеми розрахункiв, за швидкiстю збiжностi та за областю застосування.
Для тестових розрахункiв знания точних розв’язкiв виявляється незамiнним.

Симетрiйний пiдхiд i пов’язана з ним процедура редукцiї дозволяють будувати
iнварiантнi розв’язки широких класiв нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних.

Параболiчнi системи описують важливi еволюцiйнi, тепловi, хiмiчнi, дифузiйнi
процеси. Цi рiвняння широко дослiджуються [1], [2], проте їхнє вивчення все ще
далеке вiд завершения.
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Добре вiдомо [3], що максимальною групою симетрiї, яку допускає нелiнiйне рiв-
няння реакцiї-дифузiї

ux0 + λ∆3u = F (u) , u0 ≡ ux0 ≡
∂u

∂x0

, x0 ≡ t (1)

з довiльною гладкою функцiєю F (u) ,є 7-параметрична група Евклiда E (1, 3), задана
наступними генераторами:

Pt = ∂t, Pa = ∂a, Jab = xaPb − xbPa, (2)

де ∂a ≡ ∂xa ≡ ∂/∂xa
, a, b = 1, 2, 3.

Розширення симетрiї рiвняння (1) були дослiдженi для дiйсного простору у робо-
тi [4], для комплексного — у роботi [5]. Як показано у роботi [4], усi системи рiвнянь
дифузiї (нагрiвання) у формi

u1
x0

+ λ∆3u
1 = u1F1

(
u1

u2

)
, u2

x0
+ λ∆3u

2 = u2F2

(
u1

u2

)
(3)

iнвapiaнтнi щодо алгебри Галiлея AG (1, 3), заданої генераторами (2) та

Ga = 2tPa +
1

λ
xaM, M = u1∂u1 + u2∂u2 . (4)

Як виявлено в [4], рiвняння (3) з нелiнiйнiстю

F1 = C1u1

(
u1

u2

) 2
a2−a1

, F2 = C2u2

(
u1

u2

) 2
a2−a1

(5)

допускає однопараметричну групу масштабних перетворень D (1), задану наступним
генератором:

D = 2t∂0 + xa∂a + a1u
1∂u1 + a2u

2∂u2 . (6)

Група з генераторами (2), (4) та (6) називається розширеною групою Галiлея G(1, 3).
У роботi [6] запропоновано повне розв’язання симетрiйної класифiкацiї системи

двох дiйсних рiвнянь

uj
0 + λ∆uj = Fj

(
u1, u2

)
, j = 1, 2,

u0 =
∂u

∂x0

; x0 ≡ t; u = u (x0, x1, x2, x3) ;
(7)

∆u = u11 + u22 + u33; ukk = ∂2u
∂x2

k
; F1, F2 — деякi гладкi функцiї, що допускає

розширенi групи Евклiда i Галiлея, з точнiстю до перетворень еквiвалентностi

uj → ũj =
2∑

k=1

αjku
k + βj, j = 1, 2,

αjk, β
j − довiльнi константи det ∥αjk∥ ̸= 0.

(8)
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1. Симетрiя системи uj
0 + λ∆uj = Fj (u

1, u2, u3) , j = 1, 2, 3.

Тут ми пропонуємо повне розв’язання симетрiйної класифiкацiї системи трьох
дiйсних piвнянь

uj
0 + λ∆uj = Fj

(
u1, u2, u3

)
,

u0 =
∂u

∂x0

; x0 ≡ t; u = u (x0, x1, x2, x3) ; ∆u = u11 + u22 + u33; ukk ≡
∂2u

∂x2
k

;

Fj − iii, j = 1, 2, 3

(9)

що допускає розширенi групи Евклiда i Галiлея, з точнiстю до невироджених лiнiйних
перетворень залежних змiнних

uj → ũj =
3∑

k=1

αjku
k + βj, j = 1, 2, 3,

αjk, β
j − ii i det ∥αjk∥ ̸= 0,

(10)

якi залишають незмiнною диференцiйну структуру системи (9).

Теорема 1. Система рiвнянь у частинних похiдних (9) iнварiантна щодо розшире-
ної групи Евклiда Ẽ (1, 3) =< E (1, 3) , D >, коли i лише коли еквiвалентна однiй
iз наступних систем (для вcix вunaдкiв Fj ≡ Fj (ω1, ω2) , j = 1, 2, 3):

(1) u1
0 + λ∆u1 = F1u

a−2
a

1 , u2
0 + λ∆u2 = F2u

λ2−2
λ2

2 , u3
0 + λ∆u3 = F3u

λ3−2
λ3

3 ,

ω1 =
u
λ2
1

ua
2
, ω2 =

u
λ3
1

ua
3
;

(2) u1
0 + λ∆u1 = F1 exp

(
−2

b
u1

)
, u2

0 + λ∆u2 = F2 exp
{
(λ2 − 2) u1

b

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ3 − 2) u1

b

}
, ω1 = λ2u1 − b lnu2, ω2 = λ3u1 − b lnu3;

(3) u1
0+λ∆u1 =

{
F1 +

u1

u2
F2

}
exp

{
(λ1 − 2) u1

u2

}
, u2

0+λ∆u2 = F2 exp
{
(λ1 − 2) u1

u2

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ1 − 2) u1

u2

}
, ω1 =

exp
(

u1
u2

λ2

)
u3

, ω2 =
exp
(

u1
u2

λ1

)
u2

;

(4) u1
0 + λ∆u1 = (F1 + u2F2) exp

(
−2

b
u2

)
, u2

0 + λ∆u2 = bF2 exp
(
−2

b
u2

)
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ1 − 2)

u2

b

}
, ω1 = 2bu1 − u2

2, ω2 = λ1u2 − b lnu3; (11)

(5) u1
0 + λ∆u1 = (F1 + u3F2) exp

{
(λ1 − 2) u3

b

}
, u2

0 + λ∆u2 = bF2 exp
{
(λ1 − 2) u3

b

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

(
−2

b
u3

)
, ω1 = b lnu2 − λ1u3, ω2 = bu1

u2
− u3;

(6) u1
0 + λ∆u1 =

(
F1 +

u2

u3
F2 +

u1

u3
F3

)
exp

{
(λ1 − 2) u2

u3

}
,

u2
0 + λ∆u2 = bF2 exp

{
(λ1 − 2) u3

b

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ1 − 2) u2

u3

}
, ω1 = lnu3 − λ1

u2

u3
, ω2 = 2u1

u3
−

(
u2

u3

)2

;

(7) u1
0+λ∆u1 = (F1 + ω0F2 + ω2

0F3) exp
(
−2u3

b

)
, u2

0+λ∆u2 = (F2 + 2ω0F3) exp (−2ω0) ,

u3
0 + λ∆u3 = 2F3 exp (−2ω0) , ω0 =

u3

b
, ω1 = 2u2 − u2

3

b
, ω2 =

u3
3

3b2
− u2u3

b
+ u1;
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(8) u1
0+λ∆u1 = (u2F1 + u1F2) exp

(
−2

b
arctg u1

u2

)
, u3

0+λ∆u3 = u3F3 exp
(
−2

b
arctg u1

u2

)
,

u2
0+λ∆u2 = (u2F2 − u1F1) exp

(
−2

b
arctg u1

u2

)
, ω1 =

(u2
1+u2

2)
λ1

u2a
3

, ω2 =
exp
(

λ1
b
arctg

u1
u2

)
u3

;

(9) u1
0 + λ∆u1 =

{
F1 cos

(
b
c
u3

)
+ F2 sin

(
b
c
u3

)}
exp

(
λ1−2

c
u3

)
,

u2
0 + λ∆u2 =

{
F2 cos

(
b
c
u3

)
− F1 sin

(
b
c
u3

)}
exp

(
λ1−2

c
u3

)
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

(
−2

c
u3

)
, ω1 = ln (u2

1 + u2
2)− 2λ1

u3

c
, ω2 = arctg u1

u2
− bu3

c
;

(10) uj
0 + λ∆uj = 0, j = 1, 2, 3,

де F1, F2, F3 − довiльнi гладкi функцiї вiд ω1, ω2, a, b, c− довiльнi константи,
вiдмiннi вiд нуля, λ, λ1, λ2, λ3 − довiльнi константи.

Суттєво, що базиснi генератори Pt ≡ P0, Pa, Jab даються формулами

P0 = ∂0, Pa = ∂a, Jab = xaPb − xbPa,

∂0 =
∂

∂x0

, ∂a =
∂

∂xa

, x0 ≡ t, a, b = 1, 2, 3,
(12)

а генератори вiдповiдних груп масштабних перетворень наступнi:

1. D1 = 2t∂0 + xa∂a + au1∂u1 + λ2u2∂u2 + λ3u3∂u3 ;

2. D2 = 2t∂0 + xa∂a + b∂u1 + λ2u2∂u2 + λ3u3∂u3 ;

3. D3 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2) + u2∂u1 + λ2u3∂u3 ;

4. D4 = 2t∂0 + xa∂a + u2∂u1 + b∂u2 + λ1u3∂u3 ;

5. D5 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2) + u2∂u1 + b∂u3 ;

6. D6 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2 + u3∂u3) + u2∂u1 + u3∂u2 ;

7. D7 = 2t∂0 + xa∂a + u2∂u1 + u3∂u2 + b∂u3 ;

8. D8 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2) + b (u2∂u1 − u1∂u2) + λ2u3∂u3 ;

9. D9 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2) + b (u2∂u1 − u1∂u2) + c∂u3 ;

10. D10 = 2t∂0 + xa∂a,

(13)

усюди вище a, b, c ̸= 0.

Теорема 2. Система РЧП (9) iнварiантна щодо групи Галiлея
G (1, 3) =< E (1, 3) , Ga,M >, коли i лише коли еквiвалентна системi

uj
0 + λ∆uj = ujFj

(
u1

u2

,
u2

u3

)
, j = 1, 2, 3, деFj — довiльнi гладкi функцiї. (14)

Суттєво, що базиснi генератора P0, Pa, Jab даються формулами (12), а оператори
Галiлея Ga можуть мати лише такий вигляд:

Ga = t∂a + xaM, a = 1, 2, 3, де M =
1

2λ
ui∂ui

, i = 1, 3. (15)
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Теорема 3. Система РЧП (9) iнварiантна щодо розширеної групи Галiлея
G1 (1, 3) =< G (1, 3) , D >, коли i лише коли еквiвалентна однiй iз наступних си-
стем:

1. uk
0 + λ∆uk = F k (ω) · uk ·

(
u1

u2

) 2
λ2−λ1

, k = 1, 2, 3, ω = uλ2−λ1
3 uλ1−λ3

2 uλ3−λ2
1 ;

2. u1
0 + λ∆u1 = {F1 (ω)u2 + F2 (ω)u1}ω0, u2

0 + λ∆u2 = F2 (ω)u2ω0,

ω0 = exp

(
−2

u1

u2

)
, u3

0 + λ∆u3 = F3 (ω)u3ω0, ω =
u2

u3

exp

{
u1

u2

(λ2 − λ1)

}
;

3. u1
0 + λ∆u1 = {F1 (ω)u3 + F2 (ω)u2 + F3 (ω)u1}ω0,

u2
0 + λ∆u2 = {F2 (ω)u3 + F3 (ω)u2}ω0,

u3
0 + λ∆u3 = F3 (ω)u3ω0, ω0 = exp

(
−2

u2

u3

)
, ω = 2

u1

u2

−
(
u2

u3

)2

;

4. u1
0 + λ∆u1 = {F1 (ω)u2 + F2 (ω)u1}ω0, u2

0 + λ∆u2 = {F2 (ω)u2 − F1 (ω)u1}ω0,

u3
0 + λ∆u3 = F3 (ω)u3ω0, ω0 = exp

(
−2

b
arctg

u1

u2

)
,

ω =
u2
1 + u2

2

u2
3

exp

{
2

b
(λ1 − a) arctg

u1

u2

}
;

5. uk
0 + λ∆uk = 0, k = 1, 2, 3,

(16)

де F1, F2, F3 — довiльнi гладкi функцiї, λ1, λ2, λ3, a, b — довiльнi сталi, b ̸= 0.

Суттєво, що базиснi оператори P0, Pa, Jab, Ga,M даються формулами (12), (15), а
генератори вiдповiдних груп масштабних перетворень виглядають так:

1. D1 = 2t∂0 + xa∂a + λjuj∂uj
, j = 1, 3;

2. D2 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2) + u2∂u1 + λ2u3∂u3 ;

3. D3 = 2t∂0 + xa∂a + λ1 (u1∂u1 + u2∂u2 + u3∂u3) + u2∂u1 + u3∂u2;

4. D4 = 2t∂0 + xa∂a + a (u1∂u1 + u2∂u2) + b (u2∂u1 − u1∂u2) + λ1u3∂u3 ;

5. D5 = 2t∂0 + xa∂a, b ̸= 0.

(17)

Доведения теорем 1-3 виконанi за допомогою алгоритму Лi [1]. У рамках пiдходу Лi
оператор симетрiї для системи (9) шукається у формi

X = ξµ (x, u) ∂µ + ηk (x, u) ∂uk , k = 1, 2, 3,

де ξµ (x, u) , ηk (x, u)− деякi гладкi функцiї.
(18)
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Для системи РЧП (9) необхiдна i достатня умова бути iнварiантною щодо групи,
заданої iнфiнiтезимальним оператором (18), записується так:

X̃
(
uj
0 + λ∆uj − Fj

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, j = 1, 2, 3,

u1
0 + λ∆u1 − F1 = 0;

u2
0 + λ∆u2 − F2 = 0;

u3
0 + λ∆u3 − F3 = 0;

(19)

де X̃ - вживається для другого продовження оператора X:

X̃ ≡ X
2
= X + τ kv1 ·

∂

∂uk
v1

+ τ kv1v2
∂

∂uk
v1v2

, (20)

τ kv1 = ηkv1 + ul1
v1
ηkul1 − uk

v

(
ξvv1 + ul1

v1
ξvul1

)
, (21)

τ kv1v2 = ηkv1v2 + ul
v1
ηkv2ul + ul

v2
ηkv1ul − uk

vξ
v
v1v2

+ ul1
v1
ul2
v2
ηkul1ul2 − uk

v

(
ul
v1
ξvv2ul + ul

v2
ξvv1ul

)
+

+ul
v1v2

ηkul − uk
v1v

ξvv2 − uk
v2v

ξvv1 − uk
vu

l1
v1
ul2
v2
ξvul1ul2 − ul

v1v2
uk
vξ

v
ul − uk

v1v
ul
v2
ξvul − uk

v2v
ul
v1
ξvul .

(22)
Внаслiдок визначальних рiвнянь: ξi = bijxj + ḋ · xi + ei; ξ0 = −2d

ηk = − 1
2λ

(
1
2
d̈x2 + ėx+ hk∑

k

)
uk +Rkl

k ̸=l
ul + P k ,

де ei, d, hk, Rkl – функцiї вiд t, а P k = P k(t, x), bij = const.

(23)

Функцiї ξµ та ηk повиннi задовольняти рiвняння:

ηk0 + λ∆ηk + ηkul
F l − ηlF k

ul
− F kξ00 = 0. (24)

Iз (23), (24) випливає, що система РЧП (9) iнварiантна щодо групи Евклiда E(1, 3),
заданої генераторами (10), при довiльних F 1, F 2. Описати всi функцiї F 1, F 2 – такi,
що система (9) допускає розширену групу Евклiда Ẽ (1, 3) =< E (1, 3) , D >, означає
розв’язати наступнi двi проблеми:

* описати всi генератора D у формi (23), якi разом iз операторами (10) задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi групи Ẽ (1, 3):

[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb; [Pa, Pb] = [P0, Pa] = [P0, Jbc] = 0;

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac;

[P0, D] = 2P0; [Pa, D] = Pa; [Jab, D] = 0.

(25)

* розв’язати систему РЧП (24) для кожного одержаного оператора D.
Внаслiдок КС (25) та визначальних рiвнянь оператор масштабних перетворень D

отримує вигляд:
D = 2t∂0 + xi∂i +

(
Rklue + P k

)
∂uk

, (26)
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а визначальне рiвняння для F j (24) стає таким:

ηkF j
uk

+ ξ00F
j − ηiue

F l = 0, тобто
(
Rklue + P k

)
F j
uk

+ 2F j −RjlF l = 0. (27)

З точнiстю до перетворень (10) оператор D (26) належить до одного з класiв (13),
а розв’язки рiвнянь (27) для кожного зображення (13) дають теорему 1.

Для доведения теореми 2 запишемо комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi групи
Галiлея G (1, 3) =< E (1, 3) ,M,Ga >, якi повиннi задовольняти оператори Галiлея
Ga i центр групи M :

[Ga, Jbc] = δabGc − δacGb; [Ga, Gb] = 0; [P0, Ga] = Pa;

[Pb, Ga] = δabM ; [M,Jab] = [P0,M ] = [Pa,M ] = [M,Ga] = 0.
(28)

Внаслiдок КС (28) Ga – фiксованi, а оператор M — єдиний:

Ga = t∂a + xaM ; a = 1, 2, 3, M =
uk

2λ
∂uk

. (29)

Визначальнi рiвняння (24) перепишуться так:

ulF
k
ul
− F k = 0, k, l = 1, 2. (30)

Як розв’язок (29), отримуємо систему (14), що завершує доведення теореми 2.
Тепер, щоб довести теорему 3, запишемо КС розширеної групи Галiлея

G (1, 3) =< E (1, 3) ,M,D >, якi мають бути виконанi для оператора масштабних
перетворень D, операторiв Галiлея Ga i центра M :

[D,Ga] = Ga; [D,M ] = 0. (31)

Внаслiдок цих КС оператори Ga i M залишаються у виглядi (15), а оператор D

отримує форму

D = 2t∂0 + xi∂i +Rklue∂uk
.
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Тому система (9) повинна одночасно мати i вигляд (14), i одну з наступних форм:

1. uj
0 + λ∆uj = Fju

λj−2

λj

j , j = 1, 2, 3, ω1 =
uλ2
1

uλ1
2

, ω2 =
uλ3
1

uλ1
3

;

2. u1
0 + λ∆u1 =

(
F1 +

u1

u2

F2

)
exp

{
(λ1 − 2)

u1

u2

}
, u2

0 + λ∆u2 = F2 exp

{
(λ1 − 2)

u1

u2

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ2 − 2)

u1

u2

}
, omega1 =

exp
(

u1

u2
λ2

)
u3

, ω2 =
exp

(
u1

u2
λ1

)
u2

;

3. u1
0 + λ∆u1 =

(
F1 +

u2

u3

F2 +
u1

u3

F3

)
exp

{
(λ1 − 2)

u2

u3

}
,

u2
0 + λ∆u2 =

(
F2 +

u2

u3

F3

)
exp

{
(λ1 − 2)

u2

u3

}
,

u3
0 + λ∆u3 = F3 exp

{
(λ1 − 2)

u2

u3

}
, ω1 = u3 exp

(
−λ1

u2

u3

)
, ω2 = 2

u1

u3

−
(
u2

u3

)2

;

4. u1
0 + λ∆u1 = (u2F1 + u1F2) exp

{
−2

b
arctg

u1

u2

}
,

u2
0 + λ∆u2 = (u2F2 − u1F1) exp

{
−2

b
arctg

u1

u2

}
,

u3
0 + λ∆u3 = u3F3 exp

{
−2

b
arctg

u1

u2

}
,

ω1 =
(u2

1 + u2
2)

λ1

u2a
3

, ω2 = u3 exp

{
−λ1

b
arctg

u1

u2

}
;

5. uj
0 + λ∆uj = 0, j = 1, 2, 3, де F j = F j (ω1, ω2) ,

(32)

якi є наслiдком визначальних рiвнянь (27) з P k = 0 для оператора D у формi (17).
Розглянемо згаданi 5 випадкiв за чертою. Покажемо, як iз iнварiантiв ω1, ω2 набо-

ру (32) утворюється iнварiант ω в наборi (16).

Нехай ω1 =
uλ2
1

uλ1
2

, ω2 =
uλ3
1

uλ1
3

, Ω1 =
u1

u2

, Ω2 =
u2

u3

, ω = uλ2−λ1
3 uλ1−λ3

2 uλ3−λ2
1 . (33)

Слiд показати, що Hk (ω)uk

(
u1

u2

) 2
λ2−λ1

= ukGk (Ω1,Ω2) = Fk (ω1, ω2)u
λk−2

λk
k . (34)

З одного боку ω =
(

u2

u3

)λ1
(

u3

u1

)λ2
(

u1

u2

)λ3

= Ωλ1
2 (Ω1Ω2)

−λ2 Ωλ3
1 = Ωλ3−λ2

1 Ωλ1−λ2
2 .

Тому Hk (ω)uk

(
u1

u2

) 2
λ2−λ1

= ukGk (Ω1,Ω2) . (35)
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З iншого боку , ωλ1 =
{(

u
λ1
2

u
λ2
1

)(
u
λ3
1

u
λ1
3

)(
u
λ2
3

u
λ3
2

)}λ1

=

{
ω2

ω1

ω

λ3
λ1
1
λ2
λ1

}λ1

= ωλ3−λ1
1 ωλ1−λ2

2 .

Крiм того, ω
2

λk(λ2−λ1)

1 · u
− 2

λk
k =

(
u
λ2
1

u
λ1
2

uλ1−λ2
k

) 2
λk(λ2−λ1)

=

{(
u1

uk

)λ2
(

uk

u2

)λ1
} 2

λk(λ2−λ1)

=

=

Ω
2

λ2−λ1
1 , k = 1, 2,

Ω
2

λ2−λ1
1 · ω

2
λ3(λ1−λ2) , k = 3.

Тому Hk (ω)uk

(
u1

u2

) 2
λ2−λ1

= Fk (ω1, ω2)u
λk−2

λk
k . (36)

Разом умови (35) i (36) дають умови (34).

Умова
{
F1 (ω1, ω2) +

u1

u2

F2

}
exp

{
(λ1 − 2)

u1

u2

}
= u1G1

(
u1

u2

,
u2

u3

)
, (37)

F2 exp

{
(λ1 − 2)

u1

u2

}
= u2G2

(
u1

u2

,
u2

u3

)
, F3 exp

{
(λ2 − 2)

u1

u2

}
= u3G3

(
u1

u2

,
u2

u3

)
еквiвалентна умовi

F1 (ω1, ω2) =
1

ω2

H1

(
ω1

ω2

)
, F2 (ω1, ω2) =

1

ω2

H2

(
ω1

ω2

)
,

F3 (ω1, ω2) =
1

ω1

H3

(
ω1

ω2

)
, ω =

ω1

ω2

.

Аналогiчно до (37), маємо умову Fk (ω1, ω2) = ω1Hk (ω2) , k = 1, 2, 3, ω = ω2.

Fk(ω1, ω2) = Hk(ω), де ωλ1 = ω1 · ω2(a−λ1)
2 , k = 1, 2, 3. 5. Hk = 0.

Отже, система (9), яка допускає одночасно оператори Галiлея Ga i дилатацiї D,
повинна належати набору (16) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (10). Тео-
рему 3 доведено.

Зауваження. Розглянемо для першого випадку cnociб знаходження iнвapiaнтa ω

Слiд розв’язати рiвняння ukGk

(
u1

u2
, u1

u3

)
= Fk

(
u
λ2
1

u
λ1
2

,
u
λ3
1

u
λ1
3

)
u

λk−2

λk
k . Враховуючи

рiвнiсть Gk

(
u1

u2
, u1

u3

)
= Gk

(
α1u1

α1u2
, α1u1

α1u3

)
,

маємо Fk

{
αλ2−λ1
1

u
λ2
1

u
λ1
2

, αλ3−λ1
1

u
λ3
1

u
λ1
3

}
= α

2
λk
1 Fk

(
u
λ2
1

u
λ1
2

,
u
λ3
1

u
λ1
3

)
.

Перепишемо його у нових позначеннях: f
(
αβ1ω1, α

β2ω2

)
= αf (ω1, ω2),

де α = α
2
λk
1 , β1 =

λ2−λ1

2
λk, β2 =

λ3−λ1

2
λk, ω1 =

u
λ2
1

u
λ1
2

, ω2 =
u
λ3
1

u
λ1
3

.

Пiсля елементарних перетворень воно набуває вигляд:

β1ω1fω1 + β2ω2fω21 = f (ω1, ω2). Розв’язком є f = Fk (ω̃)ω
1
β1
1 , ω̃ =

ω
β2
1

ω
β1
2

.
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У початкових позначеннях: ω = ω̃
2

λkλ1 =

(
u
λ2
1

u
λ1
2

)λ3−λ1
λ1

(
u
λ3
1

u
λ1
3

)λ2−λ1
λ1

= uλ3−λ2
1 uλ2−λ1

3 uλ1−λ3
2 .

Автор висловлює вдячнiсть п. Роману Чернiзi за увагу i корисну спiвпрацю. Дане
дослiдження пiдтримане фондом наукового розвитку КIРУЕ.
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