
ÓÄÊ 517.98ØÊÀËÛ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ È �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÀßÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÈ.Â. ÎðëîâÒàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî,�àêóëüòåò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêèïð-ò Âåðíàäñêîãî, 4, ã.Ñèì�åðîïîëü,Êðûì, Óêðàèíà,95007e-mail: old�tnu.
rimea.uaAbstra
tThe paper is devoted to investigation of general properties of the indu
tive s
ales of uniform spa
es(U -s
ales), and to determination of 
onditions for uniform limit of the 
ontinuous mappings into U -s
ales.Some appli
ations in measure theory and operator theory are 
onsidered.ÂâåäåíèåØêàëû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ �àêòè÷åñêè âîøëè â àíàëèç âìåñòå ñ ïîíÿ-òèÿìè ïðîåêòèâíîãî è èíäóêòèâíîãî ïðåäåëîâ [1℄- [5℄, îäíàêî â ÿâíîì âèäå øêàëûãèëüáåðòîâûõ è áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîÿâèëèñü â ðàáîòå [6℄, êàê ÷ðåçâû÷àéíîóäîáíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Âïîñëåäñòâèè òåõ-íèêà øêàë ïîëó÷èëà øèðîêèå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè [7℄- [10℄, òåîðèèîáîáùåííûõ �óíêöèÿ [11℄- [15℄, òåîðèè îáùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, òåîðèè [13℄, [16℄-[18℄, òåîðèè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàçäåëàõñîâðåìåííîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé.Â ðàáîòàõ [19℄, [20℄ èçó÷àëèñü íåïðåðûâíûå (íåëèíåéíûå) îòîáðàæåíèÿ â ëèíåéíûõøêàëàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ýòè âîïðîñû áûëè ðàññìîòðåíûâ ðàáîòàõ [21℄, [22℄ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâÿçè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíî-ñòè îòîáðàæåíèé â ïñåâäîòîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è èíäóêòèâíûåøêàëû ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ (ËÂÏ). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿñõîäèìîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé óæå íå ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì óðîâíå äîñòàòî÷-íûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëà, è áûëè ïîëó÷åíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,ãàðàíòèðóþùèå íåïðåðûâíîñòü ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòå-ñòâåííàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î íåïðåðûâíîñòè ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà â ìàê-ñèìàëüíî îáùåé òîïîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè,ò.å. â øêàëàõ, ñîñòîÿùèõ èç ðàâíîìåðíûõïðîñòðàíñòâ [23℄, [24℄, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ èíäóêòèâíûõ øêàëðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ (U -øêàë), ïîëó÷åíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ðàâíîìåðíî-ãî ïðåäåëà îòîáðàæåíèé â U -øêàëû è èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé.�àáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ,ñâÿçàííûå ñ èíäóêòèâíûìè øêàëàìè ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ (U -øêàëàìè) è ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ âàæíåéøèå êëàññû U -øêàë. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû îñíîâíûå71



72 È.Â. Îðëîâðåçóëüòàòû ðàáîòû - äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íåïðåðûâíîñòü ðàâíî-ìåðíîãî ïðåäåëà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â U -øêàëàõ. Â òðåòüåì ðàçäåëå èçó÷åíûøèðîêèå êëàññû U -øêàë, â êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíî-ñòè ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ: òåîðåìûî íåïðåðûâíîñòè ïî ïàðàìåòðó ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ èçìåðèìûõ �óíê-öèé ñ ïàðàìåòðîì è ðÿäîâ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòð â ãëàäêèõËÂÏ. Íàêîíåö, â çàêëþ÷èòåëüíîì, ïÿòîì ðàçäåëå ðàáîòû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîéðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â èíäóêòèâíûõ øêàëàõ ËÂÏ è, íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðà-íåå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà íà ëèíåéíûå øêàëû ËÂÏ [25℄, [26℄, èññëåäóåòñÿñëàáàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â ëèíåéíûõ èíäóêòèâíûõ øêàëàõ ËÂÏ.1. Èíäóêòèâíûå øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíòñâ.Íàïîìíèì âíà÷àëå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà [23℄- [24℄Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðîé (èëè ñèñòåìîé îêðóæåíèé äèà-ãîíàëè) âî ìíîæåñòâå X ñèñòåìó U ïîäìíîæåñòâ X ×X, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-ùèì óñëîâèÿì:1) U- �èëüòð ïîäìíîæåñòâ â X2, ñîäåðæàùèõ äèàãîíàëü ∆ ⊂ X2;2) (V ∈ U) ⇒ (V −1 ∈ U);3) ∀ V ∈ U ∃ W ∈ U : W ◦ W ⊂ V .Ïàðó (X,U) íàçîâåì ðàâíîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîìÍàïîìíèì òàêæå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñòðóêòóðà â X ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ â X ñëå-äóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ
{V (x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈ V }V ∈U}îáðàçóåò áàçó �èëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x ∈ X. Â àíàëèçå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿñëåäóþùèå êëàññû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïðèìåð 1. Ïðèìåðû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà) Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè â X çàäàíà ìåòðèêà d(x, y), òî áàçó �èëü-òðà îêðóæåíèé äèàãîíàëè îáðàçóþò ìíîæåñòâà

Vε = {(x, y) ∈ X2| d(x, y) < ε}, ε > 0.Òîïîëîãèÿ,ïîðîæäåííàÿ ýòîé ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðîé, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîéìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé.á) Êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Â êîìïàêòíîì ïðîñòðàí-ñòâå X ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ðàâíîìåðíàÿ ñòðóêòóðà, ñîãëà-ñîâàííàÿ ñ åãî òîïîëîãèåé - ýòî ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé äèàãîíàëè¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 73
∆ ⊂ X × X(ñì. [23℄, ãë.II, �4, òåîð. 1). Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îêðóæåíèéçäåñü îáðàçóþò ìíîæåñòâà

VR =
n⋃

i=1

(Ui × Ui),ãäå R = {Ui}
n
i=1− âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå îòêðûòûå ïîêðûòèÿ êîìïàêòà X.Îòìåòèì, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî ëþáîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿ-åòñÿ ðàâíîìåðíûì.â) Òîïîëîãè÷åñêèå àáåëåâû ãðóïïû. Åñëè òîïîëîãèÿ â X ñîãëàñîâàíà ñ êîì-ìóòàòèâíîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé õ+ó, òî áàçó �èëüòðà îêðóæåíèé äèàãîíàëèîáðàçóþò ìíîæåñòâà

VU = {(x, y) ∈ X2|x − y ∈ U},ãäå U− âñåâîçìîæíûå ñèììåòðè÷íûå îêðåñòíîñòè íóëÿ â X. Â ÷àñòíîñòè, ëþ-áîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÂÏ) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì.Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ðàâíîìåðíûå ñòðóêòóðû ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ðàâíîìåð-íóþ ñõîäèìîñòü.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X− íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, Y − ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
fn : X −→ Y (n = 1, 2, ...) è f : X −→ Y − îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}

∞
n=1 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà X (fn ⇉ f), åñëè äëÿ ëþáîãîîêðóæåíèÿ äèàãîíàëè V â Y íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî

(n ∈ N) ⇒ (∀ x ∈ X : (fn(x); f(x)) ∈ V ).Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû [29℄ î ñâÿçè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-ìîñòè è íåïðåðûâíîñòè.Òåîðåìà 1. Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y − ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàí-ñòâî, fn : X −→ Y (n = 1, 2, ...) è f : X −→ Y − îòîáðàæåíèÿ. Åñëè (fn ⇉ f) íà
X è âñå fn íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X, òî f òàêæå íåïðåðûâíî â òî÷êå x0.Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî èìåííî â êëàññå ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü X è Y − ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, f : X −→ Y . Îòîáðà-æåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà X, åñëè äëÿ ëþáîãî îêðóæåíèÿ äèàãîíàëè V â
Y íàéäåòñÿ òàêîå îêðóæåíèå äèàãîíàëè U â X, ÷òî

((x1, x2) ∈ U) =⇒ ((f(x1), f(x2)) ∈ V ).Âñÿêîå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïîòî÷å÷íî íåïðåðûâíî; îáðàòíî,âåðíà òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-æåíèÿ êîìïàêòà â ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



74 È.Â. ÎðëîâÏðèìåð 2. Ïðèìåðû ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèéà) Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè (X, dX) è (Y, dY )− ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-ñòâà, òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X −→ Y ñâîäèòñÿ ê
”ε − δ” îïðåäåëåíèþ:

∀ ε > 0∃ δ > 0 : (dX(x1, x2) < δ) =⇒ (dY (f(x1), f(x2)) < ε).á) Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Åñëè X è Y − êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà, òî, êàêóæå îòìå÷àëîñü, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X −→ Y ðàâíîñèëüíà ðàâ-íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.â) Òîïîëîãè÷åñêèå àáåëåâû ãðóïïû. Ïóñòü X è Y − òîïîëîãè÷åñêèå àáåëåâû ãðóï-ïû, A : X −→ Y − àääèòèâíûé îïåðàòîð, ò.å. A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2. Â ýòîìñëó÷àå òàêæå íåïðåðûâíîñòü A ðàâíîñèëüíà ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, ïî-ñêîëüêó, âûáðàâ îêðåñòíîñòè íóëÿ U â X è V â Y òàê, ÷òîáû A(U) ⊂ V (ïîíåïðåðûâíîñòè), ïîëó÷èì
(x1 − x2 ∈ U) =⇒ (Ax1 − Ax2 = A(x1 − x2) ∈ V ).Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ÒÂÏ

X â ÒÂÏ Y , ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì.Â îáùåé òîïîëîãèè õîðîøî èçâåñòíû ïðîåêòèâíûå øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðî-ñòðàíñòâ è èõ ïðîåêòèâíûå ïðåäåëû (ñì. [23℄-, ãë.II). Îäíàêî ñèòóàöèÿ ñ èíäóêòèâ-íûìè ïðåäåëàìè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ò.ê. (ñì. [23℄, ãë.II) íèæíÿÿ ãðàíü ñåìåéñòâàðàâíîìåðíûõ ñòðóêòóð íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èõ ïåðåñå÷åíèåì. Ïîòîìó, äàæå ñàáñòðàêòíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå èíäóêòèâíûõ øêàë ðàâ-íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ñâÿçàííîå ñ ïåðåõîäîì ê èíäóêòèâíûì ïðåäåëàì øêàë.Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì èíäóêòèâíîé øêàëîé ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èëè U−øêàëîé, ñèñòåìó ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ {Et}t∈T , ãäå T èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åíî,ñíàáæåííóþ ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé:
{et2t1 : Et1 →֒ Et2}t14t2; ti∈T ,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

ett− òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå äëÿ âñÿêîãî t ∈ T ;
(t1 4 t2 4 t3) =⇒ (et3t2 ◦ et2t1 = et3t1).Îáîçíà÷èì

−→
E =

(

{Et}t∈T ; {et2t1}t14t2

)

.Â ñëó÷àå òîæäåñòâåííûõ âëîæåíèé et2t1 íàçîâåì øêàëó −→E âíóòðåííåé U− øêàëîé.Èñïîëüçóÿ ïðèìåðû 1 è 2, ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû U− øêàë.Ïðèìåð 3. Ïðèìåðû èíäóêòèâíûõ U− øêàë¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 75à) Øêàëû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè −→
E− U− øêàëà ìåòðè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì 1.6(a), âëîæåíèÿ et2t1 óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì:

∀ ε > 0∃δ > 0 : (dEt1
(x1, x2) < δ) =⇒ (dEt2

(et2t1(x1), et2t1(x2)) < ε).á) Øêàëû êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè −→
E− U− øêàëà êîìïàêòíûõ òîïîëî-ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì 1.6(á) âëîæåíèÿìè et2t1ìîãóò ñëóæèòü ëþáûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèè èç Et1 â Et2 , ïðè óñëîâèÿõñîãëàñîâàííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èíäóêòèâíàÿ øêàëà êîìïàêòíûõ ïðî-ñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ U− øêàëîé.â) Øêàëû òîïîëîãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè −→

E− U− øêàëà ÒÂÏñ ëèíåéíûìè âëîæåíèÿìè, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì 1.6(â), âëîæåíèÿìè
et2t1ìîãóò ñëóæèòü ëþáûå ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû èç Et1 â Et2 , ïðèóñëîâèÿõ ñîãëàñîâàííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èíäóêòèâíàÿ øêàëà ÒÂÏÿâëÿåòñÿ U− øêàëîé.Îòìåòèì, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, K− øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ( [27℄, [20℄), ò.å.ëèíåéíûå âíóòðåííèå øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ −→

E = {Et}t>0 ñ êîìïàêòíûìèâëîæåíèÿìè (t1 6 t2) =⇒ (Et2 →֒ Et1êîìïàêòíî).Ïåðåéäåì ê îòîáðàæåíèÿì â U− øêàëû. Ìû îãðàíè÷èìñÿ â ðàáîòå ñëó÷àåì îòîá-ðàæåíèé èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â U− øêàëó ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñêîëüêóëþáàÿ U− øêàëà ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíîé øêàëîé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî äëÿîòîáðàæåíèé â U− øêàëû ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè. Äëÿïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ âíóòðåííèìè øêàëàìè.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü −→
E− U− øêàëà, X� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

f : X −→
−→
E . Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò òà-êàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) ⊂ X è òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî f îòîáðàæàåò U(x0) â Et0 ,ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â òî÷êå x0.Äëÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé â U -øêàëû òðåáóåòñÿ óæå ðàâíî-ìåðíàÿ ñòðóêòóðà X.Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü −→E− U - øêàëà, X− ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, f : X −→

−→
E .Îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T ,÷òî f îòîáðàæàåò X â Et0 , ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Îòîáðàæåíèå fëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà X, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿîêðåñòíîñòü U(x0) ⊂ X è òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî f îòîáðàæàåò U(x0) â Et0 , ïðè÷åìýòî îòîáðàæåíèå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà U(x0).Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ëîêàëüíîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïîçâîëÿåò ðàññìàò-ðèâàòü ëîêàëüíî ðàâíîìåðíûå øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



76 È.Â. ÎðëîâÎïðåäåëåíèå 7. Åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 4, âëîæåíèÿ et2t1 : Et1 →֒ Et2ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, òî ñèñòåìó
−→
E =

(

{Et}t∈T ; {et2t1}t14t2

)íàçîâ¼ì ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé èíäóêòèâíîé øêàëîé, èëè Uloc-øêàëîé.Ïðèìåð 4. Ïóñòü −→
E = {Et}t∈T− èíäóêòèâíàÿ øêàëà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ òî-ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåïðåðûâíûìè (îáû÷íî òîæäåñòâåííûìè) âëîæåíèÿìè.Ïîñêîëüêó ýòè âëîæåíèÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, òî èìååì Uloc-øêàëó.Ïåðåéäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì îòîáðàæåíèé â U - øêàëû è Uloc- øêàëû.Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü −→

E− U -øêàëà, X− ìíîæåñòâî, f : X −→
−→
E (n = 1, 2, ...)è f : X −→

−→
E− îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}

∞
n=1ðàâíîìåðíî (ïî x ∈ X) ñõîäèòñÿ ê f ïðè n −→ ∞:

fn ⇉ f (x ∈ X,n −→ ∞);åñëè íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî fn ⇉ f íà X, êàê îòîáðàæåíèÿ â Et0 , ò.å. äëÿëþáîãî îêðóæåíèÿ äèàãîíàëè Vt0 â Et0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñåõ n > N :
{(fn(x); f(x))|x ∈ X} =: ∆(fn; f)(X) ⊂ V.Â ñëó÷àå, êîãäà X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E− Uloc-øêàëà, áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}

∞
n=1 ñõîäèòñÿ ê f ( ïðè n −→ ∞) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîíà X, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) ⊂ X, ÷òîñóæåíèÿ fn íà ýòó îêðåñòíîñòü ñõîäÿòñÿ ê ñóæåíèþ f ðàâíîìåðíî:

fn|U(x0) ⇉ f |U(x0) (x ∈ U(x0), n −→ ∞).Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé øêàëû −→
E = {E0}, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ðàâíî-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåíèå 8 ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ( [23℄, ãë.II).2. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü è îäíîðîäíàÿ íåïðåðûâíîñòüîòîáðàæåíèé â U- øêàëû.Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò îáùåé òîïîëîãèè ( [23℄, ãë.II) óòâåðæäàåò, ÷òî ðàâíî-ìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ â çàäàííîé òî÷êå îòîáðàæåíèé (èçòîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàâíîìåðíîå) ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü. Ïîêàæåì,ïðåæäå âñåãî, ÷òî íà îòîáðàæåíèÿ â èíäóêòèâíûå øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâýòîò ðåçóëüòàò íå ïåðåíîñèòñÿ.Ïðèìåð 5. �àâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ ðàç-ðûâíîé ñóììîé [1℄ Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíà óáûâàþùàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ íîðì {‖·‖n}

∞
n=0, ïðè÷åì E0 = (E, ‖·‖0) ïîëíî,¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 77è â øàðå ‖x0‖ 6 1 äëÿ ëþáîãî n > 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn
k}

∞
k=1, ÷òî

‖xn
k‖n −→ 0 ïðè k −→ ∞, íî ïðè ýòîì ‖xn

k‖n−1 9 0.Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî n > 1 íàéäåòñÿ òàêîå δn > 0, ÷òî
inf

‖x‖061,‖x‖n−1>δn

‖x‖n

‖x‖n−1

= 0.Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xn
k‖n−1 = 1, ‖xn

k‖0 6 1/δn.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî E = C∞
b R áåñêîíå÷-íî äè��åðåíöèðóåìûõ íà R �óíêöèé ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè.Çäåñü ïîëîæèì

‖f‖0 =
∞∑

m=0

1

2m
· sup

t∈R

|f (m)(t)|;

‖f‖n = |f(0)| +
∞∑

m=n

1

2m
· sup

t∈R

|f (m)(t)|; (n = 1, 2, ...).Âûáåðåì â [0, 1] ïðîèçâîëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk ր 1 è çàäà-äèì îòîáðàæåíèÿ fn : [0, 1] −→ En = (E, ‖ · ‖n), n = 1, 2, 3, ..., ñëåäóþùèì îáðàçîì
fn(tk) = xn

k , fn ëèíåéíî íà îòðåçêàõ [tk; tk+1] (k = 1, 2, ...),

fn(1) = 0.Òîãäà êàæäîå fn íåïðåðûâíî íà [0; 1] êàê îòîáðàæåíèå â En (n = 1, 2, ...), íî ðàçðûâíîïðè t = 1 êàê îòîáðàæåíèå â Ek, k < n.Íåòðóäíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëî-æèòåëüíûõ ÷èñåë {εn}
∞
n=0, ÷òî

εn >

∞∑

m=n+1

(εm/δm); (n = 1, 2, ...).�àññìîòðèì ðÿä ∞∑

n=1

εnfn(t). Ïîñêîëüêó
∞∑

n=1

‖εnfn(t)‖0 6

∞∑

n=1

(εm/δm) < ε0,òî ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ óæå â E0 = (E, ‖ · ‖0). Åãî ÷àñòíûå ñóììû Fn(t),àíàëîãè÷íî fn(t), íåïðåðûâíû íà [0,1℄ êàê îòîáðàæåíèÿ â En, íî ðàçðûâíû ïðè t = 1êàê îòîáðàæåíèÿ Ek, k < n. Ïîëîæèì
Rn(t) =

∞∑

m=n

εmfm(t).¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003
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‖Rn(tk)‖n−1 = ‖

∞∑

m=n

εmfm(tk)‖n−1 = ‖
∞∑

m=n

εmxm
k ‖n−1 >

> εn‖x
n
k‖n−1 −

∞∑

m=n+1

εm‖x
m
k ‖n−1 > εn −

∞∑

m=n+1

(εm/δm) > 0,îòêóäà ñëåäóåò ðàçðûâíîñòü Rn(t) ïðè t = 1 îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖n−1. Ïîñêîëüêó
Fn−1(t) íåïðåðûâíî âñþäó íà [0; 1] îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖n−1, òî ñóììà äàííîãî ðÿ-äà F (t) = Fn−1(t) + Rn(t) ðàçðûâíà, âìåñòå ñ Rn(t), ïðè t = 1 îòíîñèòåëüíî
‖ · ‖n−1 (n = 1, 2, ...). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà En = (E, ‖ · ‖n), n = 1, 2, ..., îáðàçóþòèíäóêòèâíóþ U -øêàëó −→

E = {En}
∞
n=0, òî îòîáðàæåíèå F : [0; 1] −→

−→
E ðàçðûâíî ïðè

t = 1. Â òî æå âðåìÿ, ðÿä ∑∞
n−1 εnfn(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â E0, à çíà÷èò, è â −→

E .Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõíåïðåðûâíîñòü ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â U− øêàëû.Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E = {Et}t∈T− U - øêàëà,
F = {f : X −→

−→
E }− íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, x0 ∈ X. Íàçîâåì ñåìåéñòâî

F îäíîðîäíî íåïðåðûâíûì (H- íåïðåðûâíûì) â òî÷êå x0, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ
t0 ∈ T , ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 êàê îòîáðàæåíèÿ â Et0 .Î÷åâèäíî, H- íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà F â òî÷êå x0 âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü êàæ-äîãî ýëåìåíòà f ∈ F â ýòîé òî÷êå. Îáðàòíîå, êàê ëåãêî âèäåòü, íåâåðíî.Ïðèìåð 6. Ïóñòü En = R

n,
−→
E = {En}

∞
n=1 (ñ îáû÷íûìè âëîæåíèÿìè). Åñëè

en =

n
︷ ︸︸ ︷

(0, ..., 0, 1), fn(t) = t · en, t ∈ R, òî âñå îòîáðàæåíèÿ fn : R −→ En íåïðåðûâíûâ íóëå. Îäíàêî, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U(0) ⊂ R, åå îáðàç fn(U) èìååò ëèøüíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ Ek ïðè k < n. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {fn : R −→
−→
E }∞n=1 íåÿâëÿåòñÿ H-íåïðåðûâíûì ïðè t = 0.Ñ�îðìóëèðóåì öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû.Òåîðåìà 2. Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→

E− U− øêàëà,
x0 ∈ X, fn : X −→

−→
E (n = 1, 2, ...). Åñëè fn ⇉ f íà X, è ñåìåéñòâî {fn}

∞
n=1

H-íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, òî îòîáðàæåíèå f òàêæå íåïðåðûâíî â òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñíà÷àëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8, òàêîé èíäåêñ
t1 ∈ T , ÷òî fn ⇉ f íà X êàê îòîáðàæåíèÿ â Et1 . Äàëåå, âûáåðåì, â ñîîòâåòñòâèèñ îïðåäåëåíèåì 9, òàêîé èíäåêñ t2 ∈ T , ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ fn (n = 1, 2, ...) íåïðå-ðûâíû â òî÷êå x0 êàê îòîáðàæåíèÿ â Et2 . Íàêîíåö, âûáåðåì èíäåêñ t0 ∈ T , òàêîé,÷òî t0 < t1, t0 < t2. Ïóñòü Vt0− ïðîèçâîëüíîå îêðóæåíèå äèàãîíàëè â Et0 . Âûáåðåì, âñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1, òàêîå îêðóæåíèå Wt0 â Et0 , ÷òî

Wt0 ◦ Wt0 ◦ Wt0 ⊂ Vt0 (1)¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 79Ââèäó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé Et1 →֒ Et0 è Et2 →֒ Et0 , íàéäóòñÿòàêèå îêðóæåíèÿ äèàãîíàëè Vt1 â Et1 è Vt2 â Et2 , ÷òî
Vt1 ⊂ Wt0 , Vt2 ⊂ Wt0 . (2)Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñåõ n > N :
△(fn, f)(X) ⊂ Vt1 . (3)Çà�èêñèðóåì n > N è çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ Et2 ïîðîæäàåòñÿ åãî ðàâ-íîìåðíîé ñòðóêòóðîé, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) ⊂ X, äëÿ êîòîðîé

△(fn, x0)(U) = {(fn(x), f(x0))|x ∈ U} ⊂ Vt2 . (4)Íàêîíåö, èç (1),(2),(3) è (4) íàõîäèì:
△(f, x0)(U) = {(f(x), f(x0))| x ∈ U} ⊂ △(f, fn)(U) ◦ △(fn, x0)(U)◦

◦△(fn, f)(x0) ⊂ Vt1 ◦ Vt2 ◦ Vt1 ⊂ Wt0 ◦ Wt0 ◦ Wt0 ⊂ Vt0 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îêðóæåíèÿ äèàãîíàëè Vt0 â Et0 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-íîñòü U(x0) â X, ÷òî
△(f, x0)(U) ⊂ Vt0 .Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x0 îòîáðàæåíèÿ f â ðàâíîìåðíîåïðîñòðàíñòâî Et0 , à çíà÷èò, è íåïðåðûâíîñòü f êàê îòîáðàæåíèÿ â U -øêàëó −→

E .Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ëîêàëüíî ðàâ-íîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â Uloc-øêàëàõ.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðàêòè÷åñêè áîëåå âàæíîìó âîïðîñó î ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿðÿäàõ. Çäåñü ìû óæå âûíóæäåíû îãðàíè÷èòüñÿ U -øêàëàìè ãîìîëîãè÷åñêèõ àáåëåâûõãðóïï.Òåîðåìà 3. Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E− U- øêàëà òîïîëîãè÷å-ñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï, fn : X −→
−→
E (n = 1, 2, ...). Åñëè ðÿä ∞∑

n=1

fn(x) ðàâíîìåðíî (ëèáîëîêàëüíî ðàâíîìåðíî) ñõîäèòñÿ ê F (x) íà X, è ñåìåéñòâî {fn(x)}∞n=1 H-íåïðåðûâíîâ òî÷êå x0, òî ñóììà ðÿäà F (x) òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
{Fn(x) =

n∑

k=1

fk(x)}∞n=1 òàêæå H-íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðèìåíèòüòåîðåìó 2 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}
∞
n=1.Îòìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èíäóêòèâíûåøêàëû ÒÂÏ. �àññìîòðèì òåïåðü ãëîáàëüíûé àíàëîã H-íåïðåðûâíîñòè.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



80 È.Â. ÎðëîâÎïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E = {Et}t∈T U - øêàëà(ëèáî Uloc-øêàëà), F = {f : X −→
−→
E }- íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé. Íàçî-âåì ñåìåéñòâî F ðàâíîìåðíî îäíîðîäíî íåïðåðûâíûì (UH-íåïðåðûâíûì) íà X, åñëèíàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íåïðåðûâíû íà X êàê îòîá-ðàæåíèÿ â Et0 . Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = {f0}, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f0 UH-íåïðåðûâíîíà X.Òàêèì îáðàçîì, èç UH-íåïðåðûâíîñòè F íà X ñëåäóåò H-íåïðåðûâíîñòü F âêàæäîé òî÷êå x0 ∈ X. Ñ�îðìóëèðóåì î÷åâèäíûå àíàëîãè òåîðåì 2 è 3 äëÿ UH-íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.Òåîðåìà. 2* Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E− U- øêàëà (ëèáî Uloc-øêàëà), fn : X −→

−→
E , (n = 1, 2, ...). Åñëè fn ⇉ f íà X(ëèáî fn

loc

⇉ f íà X ), èñåìåéñòâî {fn}
∞
n=1 UH-íåïðåðûâíî, òî îòîáðàæåíèå f òàêæå UH-íåïðåðûâíî íà

X.Òåîðåìà. 3* Ïóñòü X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, −→E− U- øêàëà òîïîëîãè-÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï, fn : X −→
−→
E , (n = 1, 2, ...). Åñëè ðÿä ∞∑

n=1

fn(x) ðàâíîìåðíî(ëèáî ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî) ñõîäèòñÿ ê F (x) íà X, è ñåìåéñòâî {fn(x)}∞n=1 UH-íåïðåðûâíî íà X, òî ñóììà ðÿäà F (x) òàêæå UH-íåïðåðûâíà íà X.3. Ñëó÷àè ñîõðàíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î ðàâíîìåðíîéñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè.Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñèòóàöèè, êîãäà ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâ-íûõ îòîáðàæåíèé â U -øêàëû ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü, àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìóñëó÷àþ îäíîãî ðàâíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.A. Îòîáðàæåíèÿ â K-øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì (ñì. ïðè-ìåð) 3(â)), ÷òî K-øêàëîé [27℄ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ âíóòðåííÿÿ øêàëà áàíàõîâûõïðîñòðàíñòâ −→
E = {Et}t>0 ñ êîìïàêòíûìè âëîæåíèÿìè: (t1 6 t2) ⇒ (Et2 →֒ Et1)êîìïàêòíî).Â [27℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â−→E è â èíäóêòèâíîì ïðåäåëå

lim
−→

−→
E ðàâíîñèëüíû. Íà áàçå ýòîãî ðåçóëüòàòà â [27℄ äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèåèç K-øêàëû −→

F â K-øêàëó −→
E íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíîèíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå èç lim

−→

−→
F â lim

−→

−→
E .Ïóñòü X− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èëè åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, −→E−

K-øêàëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îòîáðàæåíèÿ fn : X −→
−→
E (n = 1, 2, ...) íåïðåðûâ-íû. Òîãäà fn íåïðåðûâíû è êàê îòîáðàæåíèÿ â lim

−→

−→
E . Åñëè fn ⇉ f â −→

E , òî òåì áîëåå
fn ⇉ f â lim

−→

−→
E . Ñëåäîâàòåëüíî f òàêæå íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå X â lim

−→

−→
E . Íî¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 81òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, f íåïðåðûâíî è êàê îòîáðàæåíèå â −→
E . Òàêèì îáðàçîì,ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 4. Ïóñòü X èçîìîð�íî òîïîëîãè÷åñêîìó ïîäïðîñòðàíñòâó áàíàõî-âà ïðîñòðàíñòâà, −→

E− K-øêàëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè îòîáðàæåíèÿ
fn : X −→

−→
E , (n = 1, 2, ...) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 è fn ⇉ f íà X, òî f òàêæåíåïðåðûâíî â òî÷êå x0.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 îòîáðàæåíèÿ fn : X −→

−→
E (n = 1, 2, ...)íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X è ðÿä ∞∑

n=1

fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X, òî ñóììàðÿäà òàêæå íåïðåðûâíà è òî÷êå x0.Â. Îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà â U- øêàëó.Ëåììà 1. Ïóñòü X− êîìïàêò, −→E− U- øêàëà (èëè Uloc-øêàëà), f : X −→
−→
E . Åñëè

f íåïðåðûâíî íà X, òî f(x) ⊂ Et0 ïðè íåêîòîðîì t0 ∈ T .Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì x ∈ X è âûáåðåì òàêóþ îêðåñòíîñòü U(x) ⊂ X, âñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5, ÷òî f(U(x)) ⊂ Et(x) ïðè íåêîòîðîì t(x) ∈ T . Âûáåðåìèç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ X ⊂
⋃

x∈X

U(x) êîíå÷íîå ïîêðûòèå
X ⊂ U(x1) ∪ ... ∪ U(xn)è íàéäåì èíäåêñ t0 ∈ T , òàêîé, ÷òî t0 < t(x1), t(x2), ..., t(xn). Òîãäà

f(U(xi)) ⊂ Et(xi) ⊂ Et0 ïðè âñåõ i = 1, n, îòêóäà
f(X) = f(U(xi)) ∪ ... ∪ f(U(xn)) ⊂ Et0 .Íàïîìíèì, ÷òî èíäóêòèâíàÿ øêàëà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ñòðî-ãîé, åñëè âëîæåíèÿ et1t2 : Et1 →֒ Et2(t1 4 t2) íå òîëüêî íåïðåðûâíû, íî è çàìêíóòû,ò.å., åñëè et2t1− ãîìåîìîð�èçì Et1 íà et2t1(Et1) (èçîìîð�èçì � â ñëó÷àå øêàëû ÒÂÏ).Â ðàáîòàõ [28℄, [30℄ áûëè ðàññìîòðåíû âàæíûå ïðèìåðû ñòðîãèõ øêàë íîðìàëüíûåðàçëîæåíèè ñîïðÿæåííûõ è îïåðàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ãëàäêèìè ëîêàëüíî âû-ïóêëûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì ïðèìåðàì íèæå.Ëåììà 2. Åñëè, â óñëîâèÿõ ëåììû 1, −→E− ñòðîãàÿ U-øêàëà, òî f− íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå X â íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî Et0 , t0 ∈ T , è, ñëåäîâàòåëüíî, f− UH-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X â −→

E .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1, f(X) ⊂ Et0 ïðè íåêîòîðîì
t0 ∈ T . Ïóñòü x0 ∈ X, òîãäà, äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0), îòîáðàæåíèå
f : U(x0) −→ Et(x0)

íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ïðè íåêîòîðîì t(x0) ∈ T ; ïðè ýòîì ìîæíîñ÷èòàòü t(x0) < t0. Ââèäó ñòðîãîñòè âëîæåíèå øêàëû, âëîæåíèå Et0 →֒ Et(x0) çàìêíó-òî, îòêóäà îòîáðàæåíèå f : U(x0) −→ Et(x0)
òàêæå íåïðåðûâíî â òî÷êå x0.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



82 È.Â. ÎðëîâËåììà 3. Ïóñòü X− êîìïàêò, −→
E− U- øêàëà, îòîáðàæåíèÿ

fn : X −→
−→
E (n = 1, 2, ...) íåïðåðûâíû íà X. Åñëè fn ⇉ f íà X, òî íàéäåò-ñÿ òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî

fn(X) ⊂ Et0(n = 1, 2, ...), è f(X) ⊂ Et0 . (5)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8 ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, íàé-äåòñÿ òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî fn ⇉ f â Et0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîíîìåðà n > N : fn(X) ⊂ Et0 è f(X) ⊂ Et0 . Äàëåå, â ñèëó ëåììû 1, äëÿ êàæäîãî èçîòîáðàæåíèé f1, ..., fN íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû t1, ..., tn ∈ T , ÷òî
f1(X) ⊂ Et1 , ..., fN (X) ⊂ EtN .Âûáðàí t0 < t0; t1, ..., tN ïîëó÷àåì â èòîãå (5).�àññìîòðèì åùå îäèí òèï U -øêàë.Îïðåäåëåíèå 11. Íàçîâåì U -øêàëó −→

E = {Et}t∈T σ-èíäóêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}
∞
n=1 ∈ T íàéäåòñÿ ìàæîðàíòà â T : t0 < tn(n = 1, 2, ...), è,ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Et1 →֒ Et0 , Et2 →֒ Et0 , ..., Etn →֒ Et0 , ....Â ðàáîòàõ [31℄, [32℄ áûë ðàññìîòðåí âàæíûé ïðèìåð σ-èíäóêòèâíîé øêàëû � øêàëà
−→
M(S, mod µ) ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïðèìåðó íèæå.Òåîðåìà 5. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ~E � ñòðî-ãàÿ ëèáî σ�èíäóêòèâíàÿ U�øêàëà, fn : X → ~E (n = 1, 2, . . .). Åñëè îòîáðàæåíèÿ fníåïðåðûâíû íà X è fn ⇉ f , òî f òàêæå íåïðåðûâíî íà X.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ t1 ∈ T , ÷òî f(X) ⊂ Et1è fn(X) ⊂ Et1 (n = 1, 2, . . .). Åñëè ~E � ñòðîãàÿ U�øêàëà, òî, â ñèëó ëåììû 2, âñå
fn (n = 1, 2, . . .) � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ X â Et1 , à çíà÷èò, f � òàêæå íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå X â Et1 .Åñëè æå ~E � σ�èíäóêòèâíàÿ U�øêàëà, òî âûáåðåì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0 ∈ X èäëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . ., òàêîé èíäåêñ tn ∈ T , ÷òî fn : X → Etn (n = 1, 2, . . .) íåïðå-ðûâíû â òî÷êå x0. Íàéäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 11, òàêîé èíäåêñ t2 ∈ T ,÷òî Etn → Et2 (n = 1, 2, . . .); òîãäà îòîáðàæåíèÿ fn : X → Et2 òàêæå íåïðåðûâíû âòî÷êå x0. Âûáðàâ òåïåðü t0 < t1, t2, ïîëó÷èì îäíîâðåìåííî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
fn ⇉ f è íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x0 âñåõ fn, êàê îòîáðàæåíèé â Et0 . îòêóäà ñëåäóåòíåïðåðûâíîñòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ X f : X → Et0 .Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5, ~E � øêàëà òîïîëîãè÷åñêèõ àáåëåâûõãðóïï (â ÷àñòíîñòè, øêàëà ÒÂÏ), è ðÿä ∞∑

n=1

fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X, òîñóììà ðÿäà òàêæå íåïðåðûâíà íà X êàê îòîáðàæåíèå X â íåêîòîðîå Et0 ∈ ~E.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 83Çàìå÷àíèå 1. Ìû íå ðàññìàòðèâàëè â òåîðåìå 5 è ñëåäñòâèè 2 ëîêàëüíî ðàâíîìåð-íóþ ñõîäèìîñòü fn

lo

⇉ f , ïîñêîëüêó íà êîìïàêòå X ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòüñâîäèòñÿ ê ãëîáàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X =

⋃

i∈I

Ui, ãäå Uiîòêðûòû è fn ⇉ f íà êàæäîì Ui, òî âûáðàâ êîíå÷íîå ïîêðûòèå X = Ui1∪Ui2∪. . .∪Uim ,èíäåêñû tk ∈ T (k = 1,m), òàêèå, ÷òî fn ⇉ f â Etk íà Uik , è èíäåêñ t0 < tk (k = 1,m),ìû ïîëó÷èì fn ⇉ f íà X â Et0 .4. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿÀ. �ÿäû èçìåðèìûõ �óíêöèé ñ ïàðàìåòðîì è øêàëà ñõîäèìîñòè ïî-÷òè âñþäó. Â ðàáîòàõ [31℄, [32℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó â ïðîñòðàí-ñòâå èçìåðèìûõ �óíêöèé M(S, µ), ãäå (S, µ) � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâîñ êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ðåãóëÿðíîé ìåðîé µ, ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ñõîäèìîñòü âíåêîòîðîé èíäóêòèâíîé øêàëå ~M(S, mod µ) ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîïîâîäó ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ñì. òàêæå [33℄, [34℄. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü S, µ � ëîêàëüíîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé áî-ðåëåâñêîé ðåãóëÿðíîé ìåðîé µ. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè êîìïàêòîâ {Kn}
∞
n=1 â S, çàïîëíÿþùèå ïî÷òè âñå S : µ

(

S \
∞⋃

k=1

Kn

)

= 0, èââåäåì äëÿ íèõ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: {Kn}
∞
n=1 ∼ {K ′

m}
∞
m=1, åñëè â êàæäûéêîìïàêò Kn âïèñàí íåêîòîðûé êîìïàêò K ′

m è îáðàòíî. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíî-ñòè t íàçîâåì áàçîé íåïðåðûâíîñòè â S; ïóñòü T = {t}. Äëÿ êàæäîãî t ∈ T îáîçíà÷èì÷åðåç Mt(S, mod µ) ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ M(S, µ), ñóæåíèÿ êîòîðûõ f |Kn
íà êîì-ïàêòû èç {Kn}

∞
n=1 ∈ t íåïðåðûâíû. Ñíàáäèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Mt(S mod µ)ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êàæäîì èç êîìïàêòîâ

Kn.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì óêàçàííûõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 6. Ñèñòåìà ËÂÏ (ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì â T )
~M(S, mod µ) := {Mt(S, mod µ)}t∈Tîáðàçóåò ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûõ �óíêöèé M(S, µ) â σ�èíäóêòèâíóþøêàëó ËÂÏ. Ïðè ýòîì ñåêâåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó â M(S, µ) ñîâïà-äàåò ñî ñõîäèìîñòüþ â øêàëå ~M(S, mod µ), ò. å.

(fn → f( mod µ)) ⇔ (∃t ∈ T : fn → f Mt(S, mod µ)).Ëîêàëüíî âûïóêëûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë τ0 � lim−→
~M(S, mod µ) âûðîæäåí, åñëèòîëüêî µ íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àòîìàðíîé ìåðîé. Òîïîëîãè÷åñêèé èíäóêòèâíûé ïðå-äåë τ � lim−→

~M(S, ( mod µ)) ñîâïàäàåò ñî ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå â M(S, µ).¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



84 È.Â. Îðëîâ�àññìîòðèì òåïåðü ðÿä ∞∑

n=1

fn(λ, x), ãäå ïàðàìåòð λ ïîáåãàåò íåêîòîðûé êîìïàêò-íûé îòðåçîê Λ ⊂ R Ë Ñ R, è äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ âåùåñòâåííûå �óíêöèè fn(λ, x)

µ�èçìåðèìû ïî x ∈ S (n = 1, 2, . . .). ×ëåíû ýòîãî ðÿäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêîòîáðàæåíèÿ
f̃n : λ 7→ fn(λ, ·); (n = 1, 2, . . .)îòðåçêà Λ â ïðîñòðàíñòâî M(S, µ). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ f̃n áûëè íåïðå-ðûâíû íà Λ êàê îòîáðàæåíèÿ â øêàëó ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ~M(S, ( mod µ)), è÷òîáû ðÿä ∞∑

n=1

f̃n(λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ñõîäèëñÿ â øêàëå ~M(S, ( mod µ)). Òîãäà, â ñèëóòåîðåìû 5, ñóììà ðÿäà òàêæå íåïðåðûâíà â ýòîé øêàëå. �àñøè�ðîâûâàÿ âûøåóêà-çàííûå óñëîâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè 12, 8 è 5, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìóóòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ:a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ {Km}
∞
m=1,çàïîëíÿþùàÿ µ�ïî÷òè âñå S, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ðÿä ∞∑

n=1

fn(λ, x) ðàâíîìåðíîñõîäèòñÿ íà Λ × Km;b) äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . è äëÿ êàæäîé òî÷êè λ0 ∈ Λ : fn(λ, x) → fn(λ0, x) ïðè
λ → λ0 äëÿ µ�ïî÷òè âñåõ x ∈ S.Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ0 ∈ Λ

lim
λ→λ0

∞∑

n=1

fn(λ, x) =
∞∑

n=1

fn(λ0, x)äëÿ µ�ïî÷òè âñåõ x ∈ S.B. �ÿäû ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì è íîðìàëü-íûå ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòàõ [28℄� [30℄ èññëåäîâàíûðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ËÂÏ (è, â ÷àñòíîñòè, ñîïðÿæåííûõ ïðî-ñòðàíñòâ) â èíäóêòèâíûå øêàëû ËÂÏ. Òàêèå ðàçëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ðÿä äîïîëíè-òåëüíûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûõ, â íåáà-íàõîâîì ñëó÷àå, íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ êàêîé�áû òî íè áûëî òîïîëîãèè(íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòü âû÷èñëåíèÿ (x,A) 7→ Ax è êîìïîçèöèè (A1, A2) 7→ A2◦A1).Ââåäåí êëàññ òàê íàçûâàåìûõ "ãëàäêèõ" ËÂÏ, íîðìàëüíûå ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîð-íûõ ïðîñòðàíñòâ íàä êîòîðûìè îáðàçóþò ñòðîãèå øêàëû. Ýòè ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü âäàííîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è íåïðå-ðûâíîñòè. Ïðèâåäåì âíà÷àëå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû.Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü E è F � ËÂÏ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëÿþùèìè ñèñòå-ìàìè ïðåäíîðì {‖ · ‖s}x∈S è {‖ · ‖t}t∈T ; (E; F ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-íûõ îïåðàòîðîâ èç E è F . Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ (E; F ) ââåäåì íîðìàëüíûé¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 85èíäåêñ νA êàê ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç T â S:
νA(t) = {s ∈ S| ‖ A ‖t

s:= sup
‖x‖s61

‖ Ax ‖t< ∞}; (t ∈ T )Ïóñòü N = {ν} � ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ èíäåêñîâ ñ åñòåñòâåííûì èíäóêòèâ-íûì ïîðÿäêîì
(v1 4 v2) ⇔ (∀t ∈ T : ν1(t) ⊃ ν2(t)).Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî ν ∈ N :

(E; F )ν := {A ∈ (E; F )| νA 4 v}è ñíàáäèì êàæäîå ïðîñòðàíñòâî (E; F )ν ïðîåêòèâíîé òîïîëîãèåé τν îòíîñèòåëüíîîïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû ïðåäíîðì {‖ · ‖t
s}t∈T,s∈ν(t). Èíäóêòèâíóþ øêàëó ËÂÏ

−−−−→
(E; F ) := {((E; F )ν , τν)}ν∈Níàçîâåì íîðìàëüíûì ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà (E; F ).Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü E � ËÂÏ ñ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìîé ïðåäíîðì {‖ · ‖t}t∈T .Íàçîâåì E ãëàäêèì ËÂÏ, åñëè äëÿ ëþáûõ t1 4 t2 èç T íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû

0 < mt1t2 6 Mt1t2 < +∞, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ E:
0 < mt1t2 6 lim

‖h‖t1→0

‖ x + h ‖t1

‖ x + h ‖t2

6 Mt1t2 < +∞.Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà òèïà Cmlo
(R) � ãëàäêèå, C∞([a; b]) � íå ãëàäêîå ËÂÏ.Ëþáîå ËÂÏ â ñëàáîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.Òåîðåìà 8. Åñëè E � ãëàäêîå ËÂÏ, òî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ËÂÏ F , øêàëà −−−−→
(E; F ) �ñòðîãàÿ.�àññìîòðèì òåïåðü ðÿä ∞∑

n=1

An(λ, x), ãäå ïàðàìåòð λ ïðîáåãàåò íåêîòîðûé êîìïàêò-íûé îòðåçîê Λ ⊂ R, è äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ îïåðàòîðû An(λ, ·) ∈ (E; F ) (n = 1, 2, . . .);çäåñü E � ãëàäêîå ËÂÏ. ×ëåíû äàííîãî ðÿäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ
Ãn : λ 7→ An(λ, ·); (n = 1, 2, . . .)îòðåçêà Λ â ïðîñòðàíñòâî (E; F ). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ Ãn áûëè íåïðåðûâ-íû íà Λ êàê îòîáðàæåíèÿ â íîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà (E; F ) � øêàëó

−−−−→
(E; F ), è ÷òîáû ðÿä ∞∑

n=1

Ãn(λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ∈ Λ ñõîäèëñÿ â øêàëå −−−−→
(E; F ). Òî-ãäà, â ñèëó òåîðåìû 5, ñóììà ðÿäà òàêæå íåïðåðûâíà â ýòîé øêàëå. �àñøè�ðîâûâàÿâûøåóêàçàííûå óñëîâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè 13, 14, 8 è 5. ïðèõîäèì êñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ:¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



86 È.Â. Îðëîâa) íàéäåòñÿ òàêîé íîðìàëüíûé èíäåêñ ν1 ∈ N , ÷òî
‖

∞∑

k=n

An(λ, ·) ‖t
s⇉ 0 (n → ∞, λ ∈ Λ)ïðè âñåõ t ∈ T , s ∈ ν1(t);b) äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . è äëÿ êàæäîé òî÷êè λ0 ∈ Λ íàéäåòñÿ òàêîé íîð-ìàëüíûé èíäåêñ ν2 = ν2(n, λ0) ∈ N , ÷òî

An(λ, ·) → An(λ0, ·) ïðè λ → λ0 â (E; F )ν2 .Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ ν0 ∈ N , ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè λ0 ∈ Λ:
lim

λ→λ0

∞∑

n=1

An(λ, ·) =
∞∑

n=1

An(λ0, ·) â (E; F )ν0Îòìåòèì, â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà, ÷òî òåîðåìû 7 è 9 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòüñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè ðÿäîâ èçìåðèìûõ�óíêöèé ïî ïàðàìåòðó è ðÿäîâ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ËÂÏ ïî ïàðà-ìåòðó (ñì. [22℄, [35℄, [36℄).5. Ñëàáàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â èíäóêòèâíûõ øêàëàõ ËÂÏÂ ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì ñëàáûõ (ñêàëÿðíûõ) ñâîéñòâ îòîáðàæå-íèé [37℄, ââåäåì âíà÷àëå ïîíÿòèå ñëàáîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèè âËÂÏ.Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, E � ËÂÏ, fn : X → E (n = 1, 2, . . .) è
f : X → E � îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}

∞
n=1 ñëàáîðàñíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà X : fn

σ

⇉ f , åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ E∗:
ϕ ◦ fn ⇉ ϕ ◦ f ; (n → ∞)ò.å. fn ⇉ f â ñëàáîé òîïîëîãèè E.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé â îäíî ËÂÏ ñëàáàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõî-äèìîñòü ñëåäóåò èç (ñèëüíîé) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè E � ïðîèçâîëüíîå ËÂÏ, òî, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 15,
(fn ⇉ f) ⇒

(

fn

σ

⇉ f

)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn ⇉ f , ϕ ∈ E∗, ε > 0, Vε = {x ∈ E| |ϕ(x)| < ε. Âûáðàâ Nòàê, ÷òîáû ïðè n > N áûëî
∆(fn, f)(X) = {|fn(x) − f(x)|x ∈ X} ⊂ Vε,¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 87ìû ïîëó÷èì
|∆(ϕ ◦ fn, ϕ ◦ f)(X)| = |ϕ[∆(fn, f)(X)]| < ε,îòêóäà ñëåäóåò fn

σ

⇉ f .Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïðèìåð ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ, íî íå ñõîäÿùåéñÿ, ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè âåêòîðîâ yn
σ
→ 0 â E ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðèìåð ñëàáî ðàâíîìåðíî,íî íå ðàâíîìåðíî, ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé fn(x) ≡ yn, x ∈ X,

n = 1, 2, . . .. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå ê ïðåäëîæåíèþ 1 óòâåðæäåíèå íåâåðíî.Ïåðåíåñåì ïîíÿòèå ñëàáîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòîáðàæåíèÿ â èíäóêòèâ-íûå øêàëû ËÂÏ.Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ~E = {Et}t∈T � èíäóêòèâíàÿ øêàëà ËÂÏ,
fn : X → ~E è f : X → ~E � îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn}

∞
n=1 ñëàáî ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà X : fn

σ

⇉ f , åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèîíàëü-íîé øêàëû ~ϕ = {ϕt ∈ E∗
t }t∈T ∈ ~E∗:

~ϕ ◦ fn ⇉ ~ϕ ◦ f ; (n → ∞).Äëÿ íåëèíåéíûõ øêàë íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà ïîíÿòèå ñëàáîé ðàâ-íîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûðîæäàåòñÿ: òàê, åñëè èíäóêòèâíûé ïðåäåë lim−→
~E âûðîæäåí,ò. å. ~E∗ = {0} (ñì. â ðàçäåëå 4 ïðèìåð øêàëû ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó), òî ëþáàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn : X → ~E}∞n=1 ñëàáî ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ëþáîìó îòîáðà-æåíèþ f : X → ~E. Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàò ïðåäëîæåíèÿ 1 ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íàîòîáðàæåíèÿ â øêàëû.Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ~E � ïðîèçâîëüíàÿ èíäóêòèâíàÿ øêàëà ËÂÏ, òî, â îáîçíà-÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 16,

(

fn ⇉ f â ~E
)

⇒
(

fn ⇉ f â ~E
)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8, fn ⇉ f â ~E îçíà÷àåò
fn ⇉ f â íåêîòîðîì Et0 , t0 ∈ T . Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, fn

σ

⇉ f â Et0 . Åñëè
~ϕ = {ϕt}t∈T ∈ ~E∗, òî ~ϕ◦fn = ϕt0◦fn (n = 1, 2, . . .) è ~ϕ◦f = ϕt0◦f , îòêóäà ~ϕ◦fn ⇉ ~ϕ◦f ,ò. e. fn

σ

⇉ f â ~E.Áîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ îá îáðàòíîé ñâÿçè ìåæäó ñëàáîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-ñòüþ â øêàëå è ñëàáîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ øêàëû.Çäåñü ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ëèíåéíîñòü øêàëû ~E. Îñíîâîé ñëóæèò îáîáùåííàÿòåîðåìà Õàíà�Áàíàõà äëÿ ëèíåéíûõ øêàë ËÂÏ, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòàõ [25℄, [26℄. Ìûñ�îðìóëèðóåì Çäåñü ëèøü ñëåäñòâèå î ïðîäîëæåíèè �óíêöèîíàëîâ, íåîáõîäèìîåäëÿ äàëüíåéøåãî. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



88 È.Â. ÎðëîâÏðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ~E = {Et}t∈T � ëèíåéíàÿ øêàëà ËÂÏ, ò. å. T ëèíåéíîóïîðÿäî÷åíî. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî Et0 ∈ ~E, ïðîèçâîëüíûé �óíêöèîíàë ϕt0 ∈ E∗
t0
ìîæåòáûòü ïðîäîëæåí äî �óíêöèîíàëüíîé øêàëû ~ϕ = {ϕt}t∈T ∈ ~E∗.Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåíèÿ òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì çàíè-ìàþò çàìåòíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîì àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [38℄�[42℄).Òåïåðü íåòðóäíî ïîëó÷èòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà.Òåîðåìà 10. Åñëè ~E ëèíåéíàÿ èíäóêòèâíàÿ øêàëà ËÂÏ, è, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðå-äåëåíèÿ 16, fn(X) ⊂ Et0 (n = 1, 2, . . .) è f(X) ⊂ Et0 ïðè íåêîòîðîì Et0 ∈ ~E, òî

(

fn

σ

⇉ f â ~E

)

⇒

(

fn

σ

⇉ f â Et0

)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ~ϕ◦fn(x) = ϕt0◦fn(x) è ~ϕ◦f(x) = ϕt0◦f(x)äëÿ ëþáîãî ~ϕ ∈ ~E∗ è x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕt0 ◦ fn ⇉ ϕt0 ◦ f . Ïðåäëîæåíèå 3ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ϕt0 êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò E∗
t0
. Ñëåäîâàòåëüíî, fn

σ

⇉ fâ Et0 .Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ~E � ëè-íåéíàÿ è σ�èíäóêòèâíàÿ øêàëà ËÂÏ, îòîáðàæåíèÿ fn : X → ~E (n = 1, 2, . . .) è
f : X → ~E íåïðåðûâíû íà X. Òîãäà, ïðè íåêîòîðîì t0 ∈ T ,

(

fn

σ

⇉ f â ~E

)

⇒

(

fn

σ

⇉ f â Et0

)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1, fn : X → Etn è f : X → Et̄ ïðèíåêîòîðûõ tn (n = 1, 2, . . .) è t èç T . Âûáåðåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 11,òàêîé èíäåêñ t0 ∈ T , ÷òî tn 4 t0 (n = 1, 2, . . .) è t̄ 4 t0. Òîãäà fn(X) ⊂ Et0 (n = 1, 2, . . .)è f(X) ⊂ Et0 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðåìó 10.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé è ðàâíîìåð-íûõ ïðåäåëîâ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â èíäóêòèâíûõ øêàëàõ ðàâíîìåðíûõ ïðî-ñòðàíñòâ, ðàññìîòðåíû ñóùåñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ.Áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâîé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ èññëåäîâà-íèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç îäíîé øêàëû ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â äðóãóþ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. K�othe G. Topologi
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