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In article study quadratic functions from pair projections of methods theory of representations and
spectral theorems.

Введение

Для операторов принадлежащих алгебре, порожденной парой проекторов, многие
свойства (в частности обратимость) исследуются методами теории представлений
при помощи соответствующих спектралных теорем.

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство, P1, P2 ∈ L(H) – проекторы.
Положим Hk = IMPk, H⊥k = KerPk при k = 1, 2. Тогда H = H1 ⊕ H⊥1 = H2 ⊕ H⊥2 .
Введем следующие обозначения H0,0 = H⊥1 ∩ H⊥2 , H0,1 = H⊥1 ∩ H2, H1,0 = H1 ∩ H⊥2 ,
H1,1 = H1 ∩H2. Пусть Pi,j = H −→ Hi,j – проекторы.

Введем оператор A = I − P1 − P2 + {P1, P2}.
Для пары проекторов в гильбертовом пространстве известна (см. [1] , [2]) слеуду-

ющая спектральная теорема в форме операторов умножения:
Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство и P1, P2 ∈ L(H) – про-

екторы. Тогда существует единственное, с точностью до эквивалентности мер
µk,разложение H в прямую сумму инвариантных относительно P1 и P2 подпро-
странств

H = H0,0 ⊕H0,1 ⊕H1,0 ⊕H1,1 ⊕
∞∑
k=1

C2 ⊗ L2((0, 1), dµk),

где µk � µk+1∀k ∈ N. Для проекторов P1 и P2 имеют место единственные разло-
жения

P1 = P1,0 ⊕ P1,1 ⊕
∞∑
k=1

(
1 0

0 0

)
⊗ Ik,

P2 = P0,1 ⊕ P1,1 ⊕
∞∑
k=1

(
τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 1− τ

)
⊗ Ik.

Приведем её эквивалентную формулировку в форме разложения единицы, (о раз-
ложении единицы см. [3] ) используемую в дальнейшем:

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство и P1, P2 ∈ L(H) – ортопро-
екторы. Тогда существует единственное, с точностью до эквивалентности мер
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µ,разложение H в прямой интеграл инвариантных относительно P1 и P2 подпро-
странств

H = H0,0 ⊕H0,1 ⊕H1,0 ⊕H1,1 ⊕ (C2 ⊗
⊕∫

(0,1)

Hλdµ(λ))

и также существуют единственные, с точностью до эквивалентности мер,
разложения ортопроекторов

P1 = P1,0 ⊕ P1,1 ⊕
⊕∫

(0,1)

(
1 0

0 0

)
⊗ dE(τ),

P2 = P0,1 ⊕ P1,1 ⊕
⊕∫

(0,1)

(
τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 1− τ

)
⊗ dE(τ).

Здесь {E(τ)}τ∈(0,1) – разложение единицы оператора A.
Целью работы является получение необходимого и достаточного условий пред-

ставимости самомсопряженнго оператора в виде квадратичной функции от пары
проекторов.

1. О квадратичных функциях от пары проекторов

В ряде работ (см. например [4]) изучалась структура линейных комбинаций про-
екторов. Применим спектральную теорему для пары проекторов для изучения квад-
ратичных функций от них.

Положим

a1 =
γ + δ + 2ε− |γ − δ|

2
,

a2 =
2α + γ + δ + 2ε− |2α + γ + δ|

2
,

b1 =
γ + δ + 2ε+ |γ − δ|

2
,

b2 =
2α + γ + δ + 2ε+ |2α + γ + δ|

2
.

Введем множество S = [a1, a2] ∪ [b1, b2].
В статье доказывается следующая теорема

Теорема 1. Для того, чтобы оператор A = A∗ был представим в виде

A = α{P1, P2}+
β

i
[P1, P2] + γP1 + δP2 + εI,
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где α, β, γ, δ, ε ∈ R необходимо и достаточно, чтобы σ(A) ⊆ S и функция кратности
была инвариантна отностиельно преобразования

ϕ :
1

2
(2τα+ γ + δ + 2ε−

√
(2τα+ 2τδ + γ − δ)2 + 4τ(1− τ)(α2 + β2 + δ2 + 2αδ)) −→

−→ 1

2
(2τα+ γ + δ + 2ε+

√
(2τα+ 2τδ + γ − δ)2 + 4τ(1− τ)(α2 + β2 + δ2 + 2αδ)).

Доказательство. Пусть A = α{P1, P2}+ β
i
[P1, P2] + γP1+ δP2+ εI, где α, β, γ, δ ∈ R.

Поскольку неприводимые пары проекторов лишь одномерны и двумерны, то спектр
σ(A) оператора A можно найти в неприводимых представлениях:

1: Если x ∈ H0,0, то Ax = εx;
2: Если x ∈ H0,1, то Ax = (δ + ε)x;
3: Если x ∈ H1,0, то Ax = (γ + ε)x;
4: Если x ∈ H1,1, то Ax = (2α + γ + δ + ε)x.
Таким образом {ε, δ + ε, γ + ε, 2α + γ + δ + ε} ⊆ σ(A).
Возьмем какое-нибудь двумерное инвариантное относительно P1 и P2 подпро-

странство L. В L можно выбрать ортонормированный базис такой, что матрицы
сужений P1 и P2 на L будут иметь вид:

P1|L =

(
1 0

0 0

)
, P2|L =

(
τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 1− τ

)
, где 0 < τ < 1.

Тогда A|L =

(
2τα+ γ + δτ + ε (α + β

i
+ δ)

√
τ(1− τ)

(α− β
i
+ δ)

√
τ(1− τ) δ − δτ + ε

)
Из уравнения det(A− λI) = 0 найдем следующие собственные значения

λ1 =
1

2

(
(2τα+ γ + δ + 2ε) +

√
(2τα+ 2τδ + γ − δ)2 + 4τ(1− τ)(α2 + β2 + δ2 + 2αδ)

)
,

λ2 =
1

2

(
2τα+ γ + δ + 2ε+

√
(2τα+ 2τδ + γ − δ)2 + 4τ(1− τ)(α2 + β2 + δ2 + 2αδ)

)
.

Найденные собственные значения принадлежат множеству S. Причем λ1 и λ2 вхо-
дят одновременно в сспектр оператора A.

Обратно, пусть σ(A) ⊆ S. По спектральной теореме в форме разложения еди-
ницы существует единственное, с точностью до эквивалентности мер, разложение
пространства H прямую суму инвариантных относительно P1 и P2 подпространств:

H = Hε ⊕Hγ+ε ⊕Hδ+ε ⊕H2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

C2 ⊗ L2(S, dµk),

где µk � µk+1,∀k ∈ N.
Обозначим Pω : H → Hω – проектор в H. Зададим P1 и P2 следующим образом

P1 = Pγ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
1 0

0 0

)
⊗ Ik,
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P2 = Pδ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 1− τ

)
⊗ Ik,

где Ik – единичный оператор в L2(S, µk), то есть Ik есть оператор в L2(S, µk) на
характеристическую функцию множества S χsupp(µk)(t), t ∈ S.

Пусть I – единичный оператор в H. Тогда I представляется в виде

I = Pε ⊕ Pγ+ε ⊕ Pδ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
1 0

0 0

)
⊗ Ik.

Рассмотрим следующее выражение

α{P1, P2}+
β

i
[P1, P2] + γP1 + δP2 + εI =

= α(2P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
2τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 0

)
⊗ Ik)+

+
β

i

∞∑
k=1

(
0

√
τ(1− τ)

−
√
τ(1− τ) 0

)
⊗ Ik+

+γ(Pγ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
1 0

0 1

)
⊗ Ik)+

+δ(Pδ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
τ

√
τ(1− τ)√

τ(1− τ) 1− τ

)
⊗ Ik)+

+ε(Pε ⊕ Pγ+ε ⊕ Pδ+ε ⊕ P2α+γ+δ+ε ⊕
∞∑
k=1

(
1 0

0 0

)
⊗ Ik) =

= εPε ⊕ (γ + ε)Pγ+ε ⊕ (δ + ε)Pδ+ε ⊕ (2α + γ + δ + ε)P2α+γ+δ+ε⊕

⊕
∞∑
k=1

(
2τα+ γ + δτ + ε (α + β

i
+ δ)

√
τ(1− τ)

(α− β
i
+ δ)

√
τ(1− τ) γ + δ − δτ

)
⊗ Ik.

Полученный оператор обозначим через A. Этот оператор A явялется самосопря-
женным. Его функция кратности будет инвариантна относительно преобразования
ϕ.

Сформулируем ряд утверждений, которые следуют из доказанной теоремы.

Следствие 1. Для ограниченной обратимости ооператоров 1
i
[P1, P2] и {P1, P2} необ-

ходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство H0,0 = H0,1 = H1,0 = H1,1 = 0.

Следствие 2. Для ограниченной обратимости операторов γP1 + δP2 необходимо и
достаточно, чтобы 0 не входил во множество [γ+δ−|γ−δ|

2
, γ+δ−|γ+δ|

2
]∪[γ+δ+|γ−δ|

2
, γ+δ+|γ+δ|

2
].
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Заключение

В работе изучены квадратичные функции от пары проекторов в гильбертовом
пространстве. Основным результатом данной статьи явялется доказанная теорема
о необходимом и достаточном условиях представимости самосопряженнго оператора
в виде квадратичной функции от двух проекторов.

Автор искренне признателен Ю.С. Самойленко за постановку задачи и полезные
замечания в ходе работы над заметкой.
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