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Abstract
In the paper,continuous algebraic operations in the ring of measurable operators affiliated to a finite

von Neumann algebra with bilaterally convergence almost everywhere are studied.

Введение

Кольца измеримых операторов, присоединенных к алгебрам фон Неймана, впер-
вые появились в работах Сигала И.Е. [1]. В этой работе были введены некоммута-
тивные аналоги сходимостей почти всюду и по мере последовательностей измери-
мых операторов, и рассмотрены основные свойства этих сходимостей. В частности,
было показано, что умножение непрерывно относительно каждого сомножителя
в топологии звездной сходимости, индуцированной сходимостью почти всюду, но
не обязательно непрерывно относительно совокупности сомножителей. Впослед-
ствии сходимости почти всюду и по мере и их различные вариации рассматривались
и изучались многими авторами (Stinespring W.E. [2], Sankaran S. [3], Padmanabhan
A.R. [4], Yeadon F.J. [5], [6], Paszkewicz [7], [8], Муратов М.А. [9]-[14], Чилин В.И. [14],
Junge M. [15]и другие), установившими ряд важных и полезных соотношений меж-
ду ними. В частности, в работах [9], [10] были рассмотрены двусторонние аналоги
сходимостей почти всюду и по мере, выдерживающие инволюцию и позволяющие
исследовать порядковые свойства сходящихся последовательностей.

Настоящая работа посвящена вопросу непрерывности алгебраических операций
в кольце измеримых операторов, присоединенных к конечной алгебре фон Неймана,
относительно двусторонней сходимости почти всюду. Для полноты изложения мы
приводим формулировкм всех известных нам к настоящему моменту утверждений
и фактов, имеющих отношение к рассматриваемому вопросу, с соответствующими
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ссылками на первоисточники. Используется терминология и обозначения теории ал-
гебр фон Неймана из [17], [16], теории некоммутативного интегрирования [1], [4], [18],
теории упорядоченных алгебр [19].

1. Основные понятия и факты

Пусть A - конечная алгебра фон Неймана, действующая в гильбертовом простран-
стве H, m - точный нормальный конечный след на A, AP - решетка всех ортопроек-
торов в A.

Замкнутый оператор T , присоединенный к A и имеющий всюду плотную область
определения D(T ), называется m-измеримым, если для любого ε > 0 существует
такой проектор P ∈ AP , что P (H) ⊂ D(T ) и m(P⊥) < ε, где P⊥ = I −P , I - единица
алгебры A.

Множество S(A,m) всех m-измеримых операторов является ∗-алгеброй относи-
тельно сильной суммы, сильного произведения и перехода к сопряженному опера-
тору ([1]). Если алгебра A коммутативная, то ее можно отождествить с алгеброй
L∞(Ω,Σ,m) всех ограниченных комплексных функций, заданных на некотором про-
странстве (Ω,Σ,m) с полной мерой m, обладающей свойством прямой суммы (см.,
например, [16]). В этом случае S(A,m) совпадает с алгеброй L0(Ω,Σ,m) всех изме-
римых комплексных функций на (Ω,Σ,m) .

Для каждого подмножества M из S(A,m) через Mh (соответственно M+) обо-
значим множество всех самосопряженных (соответственно положительных самосо-
пряженных) операторов из M. Частичный порядок в Sh(A,m), порожденный соб-
ственным конусом S+(A,m), будем обозначать через 6 .

Каждый оператор T ∈ S(A,m) имеет полярное разложение T = U |T |, где
|T | = (T ∗T )

1
2 - модуль этого оператора, а U - соответствующая частичная изомет-

рия из A.
Через Pε(T ) = {|T | > ε} будем обозначать спектральный проектор для |T |, соот-

ветствующий интервалу (ε,∞) . Известно, что

|T |Pε(T ) = Pε(T )|T | > εPε(T )

и
Pε(T )⊥|T | 6 εPε(T )⊥.

Рассмотрим в S(A,m) топологию сходимости по ме-
ре τ , базу окрестностей нуля которой образуют множества
Uε,δ = {T ∈ S(A,m) : ∃P ∈ Ap такой, что m(P⊥) < δ, TP ∈ A, ‖TP‖ < ε},
где ε, δ > 0, ‖ · ‖ - C∗ норма на A.

Известно, что (S(A,m), τ) является отделимой полной топологической ∗- алгеброй
(см., например, [20]).
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Если последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ S(A,m) сходится в топологии τ к оператору
T , то обычно говорят, что {Tn}∞n=1 сходится к T по мере m (Tn

п.м.−−→ T ) .
Заметим, что Sh(A,m) и S+(A,m) замкнуты в топологии τ .
Говорят, что последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ Sh(A,m) возрастает (убывает) к опе-

ратору T ∈ Sh(A,m), если Tn 6 Tn+1 (соответственно Tn > Tn+1 ) для всех n = 1, 2, . . .

и T = supn Tn (соответственно T = infn Tn ). Обозначают Tn ↑ T (соответственно
Tn ↓ T ).

Напомним теперь определения сходимостей почти всюду и двусторонней почти
всюду.

Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ S(A,m).

Говорят, что последовательность {Tn}∞n=1 сходится к оператору T -почти всюду
(Tn

п.в.−−→ T ), если для каждого числа ε > 0 найдется такой проектор P ∈ AP , что
m(P⊥) < ε, (Tn − T )P ∈ A и limn→∞ ‖(Tn − T )P‖ = 0; - двусторонне почти всюду
(Tn

д.п.в.−−−→ T ), если для каждого числа ε > 0 найдется такой проектор P ∈ AP , что
m(P⊥) < ε, P (Tn − T )P ∈ A и limn→∞ ‖P (Tn − T )P‖ = 0 .

Очевидно, что из сходимости почти всюду следует двусторонняя сходимость почти
всюду. Обратное, вообще говоря, не верно. В ( [9, теорема 3.5]) доказано, что если A
- конечная алгебра фон Неймана и m - точный нормальный конечный след на A, то
сходимость почти всюду и двусторонняя сходимость почти всюду совпадают в том и
только в том случае, когда алгебра A имеет тип I.

2. Сходимости почти всюду последовательностей в S(A,m)

В этом разделе мы рассмотрим непрерывность алгебраических операций и инво-
люций в кольце S(A,m) относительно сходимости почти всюду (См. [1]).

Пусть {Tn}∞n=1, T , {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m).

Предложение 1. 1) Если Tn
п.в.−−→ T и λ - комплексное число, то λTn

п.в.−−→ λT .
2) Если Tn

п.в.−−→ T , Sn
п.в.−−→ S, то Tn + Sn

п.в.−−→ T + S.

Следующий пример показывает, что инволюция, в общем случае, не является
непрерывной относительно сходимости почти всюду.

Пример. 2
Пусть A - фактор типа H1 и B - максимальная коммутативная подалгебра в A.

Как известно, B ∗ -изоморфна W ∗ алгебре L = L∞([0, 1], λ) всех измеримых по Ле-
бегу функций на [0,1] [1] . Поэтому в B существует последовательность проекторов
{Gn}∞n=1 такая, что m(Gn)→ 0 при n→∞ , но Gn

п.в.9 0. Рассмотрим последователь-
ность проекторов {En}∞n=1 в Ap такую, что En ↓ 0 и m(Gn) = m(En) .
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Пусть MZ : A → Z(A) - математическое ожидание алгебры A на центре Z [21] .
Так как A - фактор, то

MZ(En) = m(En)I = m(Gn)I = MZ(Gn)

Поэтому En ∼ Gn. Тогда существует последовательность частичных изометрий
{Vn}∞n=1 такая, что VnV ∗n = Gn и V ∗n = En.

Покажем, что Vn
п.в.−−→ 0 , но V ∗n

п.в.9 0.
Рассмотрим проекторы Pn = E⊥n . Ясно, что Pn ↑ I и ‖VnPn‖ = 0. Следовательно,

Vn
п.в.−−→ 0.

Кроме того, GnVn = Vn, EV
∗
N = V ∗n , Vn = VnEn.

Допустим, что V ∗n
п.в.−−→ 0. Тогда ∀ε > 0 существует проектор H такой, что

m(H) > 1 − ε и ‖HVn‖ → 0 при n → ∞ [4]. Следовательно, ||HVnV ∗n || → 0, то
есть ‖HGn‖ → 0 при n→∞.

Пусть Φ : A → B математическое ожидание алгебры A на подалгебру B [21]. Тогда

‖Φ(H)Gn‖ = ||Φ(HGn)|| 6 ||HGn|| → 0

при n→∞ и m(Φ(H)) = m(H) > 1− ε.
Положим R = Φ(H) > 1

2
= ∨F ∈ Bp : Φ(H)F > 1

2
F . Тогда

1− ε 6 m(Φ(H)R) +m(Φ(H)R⊥) 6 m(Φ(HR)) + 1
2
m(R⊥) = m(HR) + 1

2
m(R⊥) =

= m(RHR) + 1
2
m(R⊥) 6 m(R) + 1

2
m(R⊥) = m(R) + 1

2
m(I −R) = 1

2
+ 1

2
m(R).

Следовательно, m(R) > 1− 2ε. Кроме того, R 6 2Φ(H).
Поэтому, GnRGn 6 2GnΦ(H)Gn и

||GnRGn|| 6 2||GnΦ(H)Gn|| = 2||Φ(H)Gn|| → 0,

то есть ||GnR|| → 0 при n→∞.
Мы получили, что Gn

п.в.−−→ 0 вопреки предложению. Следовательно, V ∗n
п.в.9 0.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны:

1) (Tn
п.в.−−→ T ) =⇒ (T ∗n

п.в.−−→ T ∗) для любой последовательности {Tn}∞n=1 ⊂ S(A,m).
2) A является алгеброй типа I.

Доказательство этой теоремы смотри, например в [12].
Перейдем к рассмотрению умножения. Как уже отмечалось, Сигал И.Е. дока-

зал, что кольцо S(A,m) всех m-измеримых операторов является топологичнским
кольцом с инволюцией относительно звездной сходимости, индуцированной сходи-
мостью почти всюду (умножение непрерывно относительно каждого сомножителя,
но не обязательно относительно совокупности сомножителей) (см. [1]). Напомним,
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что последовательность {Tn}∞n=1 звездно сходится почти всюду к оператору T , ес-
ли каждая подпоследовательность {Tn}∞n=1 содержит подпоследовательность, почти
всюду сходящуюся к оператору T . Мы приведем несколько более общий вариант
теоремы Сигала.

Теорема 2. Пусть A - конечная алгебра фон Неймана, m - точный нормальнй ко-
нечный след на A. Если последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ S(A,m) сходится почти
всюду к оператору T ∈ S(A,m) , то для любых A ∈ S(A,m) и C ∈ A последова-
тельность CTnA сходится почти всюду к CTA :

(Tn
п.в.−−→ T ) =⇒ (CTnA

п.в.−−→ CTA)

Доказательство. Пусть сначала A ∈ Sh(A,m). Так как Tn
п.в.−−→ T , то для каждого

числа ε > 0 найдется такой проектор Eε ∈ Ap, что m(E⊥ε ) < ε, (Tn − T )Eε ∈ A и
limn→∞ ||(Tn − T )Eε|| = 0.

Пусть

A =

+∞∫
−∞

λdEλ

спектральное разложение оператора A, где Eλ ↑ I при λ→ +∞ и Eλ ↓ 0 при λ→ −∞.
Существует такое число λ0 > 0, что m(E−λ0 ∨ E⊥λ0) < ε.
Положим P0 = E⊥−λ0 ∧ Eλ0 . Тогда AP0 = P0A ∈ A и m(P⊥0 ) < ε.
Обозначим через E = Eε ∧ P0, и Q = I − r(E⊥A), где r(Z) - правый носитель

оператора Z.
Тогда

m(Q⊥) = m(r(E⊥A)) 6 m(E⊥) = m(E⊥ε ∨ P⊥0 ) 6 m(E⊥ε ) +m(P⊥0 ) < 2ε

и AQ = EAQ. Следовательно

AQ = EA(I − r(E⊥)) = EAQ = EεEP0AQ.

Поэтому

‖(Tn − T )AQ‖ = ‖(Tn − T )EεEP0AQ‖ 6 ‖(Tn − T )Eε‖‖P0A‖ → 0 при n→∞.

Таким образом, TnA
п.в.−−→ TA для каждого оператора A ∈ Sh(A,m).

Пусть теперь оператор A ∈ S(A,m).

Тогда A = ReA + ıImA и, по доказанному, TnReA п.в.−−→ TReA и TnImA
п.в.−−→ T ImA.

Поэтому, в силу предложения (1, TnA
п.в.−−→ TA.

Наконец, для любого C ∈ A имеем:

‖C(Tn − T )AQ‖ 6 ‖C‖‖(Tn − T )AQ‖ → 0 при n→∞.

Следовательно, CTnA
п.в.−−→ CTA.
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Следующий пример показывает, что если последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ S(A,m)

сходится почти всюду к оператору T ∈ S(A,m), и B ∈ S(A,m) , то, вообще говоря,
нельзя утверждать, что последовательность {BTn}∞n=1 сходится почти всюду к BT .

Пример. 3
Пусть алгебра фон Неймана A типа II. Покажем, что тогда существует такая

последовательность {An}∞n=1 ⊂ S(A,m) , что An ↓ 0, но An
п.в.9 0.

Рассмотрим такую последовательность {En}∞n=1 ⊂ Ap , что

1) EmEn = 0 при n 6= m;

2)
∞∑
k=1

Ek = I;

3) для любого n найдется набор {Eni}2
n−1

i=1 таких проекторов, что EniEnj = 0 при
i 6= j,

∑2n−1

i=1 Eni = E1 и Eni ∼ En ∀i = 1, 2, ..., 2n−1.

Обозначим через Vni частичные изометрии, для которых

V ∗niVni = Eni

VniV
∗
ni = En.

Пусть теперь n > 2, i = 1, 2, ..., 2n−1.

Построим операторы Xni ∈ (Eni + En)A(Eni + En) такие, что

EniXniEni = Eni,

EnXniEn = En,

EniEniEn = V ∗ni,

EnXniEni = Vni.

Тогда Xni > 0 и ‖Xni‖ 6
√

2.

Положим X1 = X21, X2 = X22, X3 = X31, X4 = X32, X5 = X33, X6 = X34, и так
далее.

Так как 0 6 Xn 6
√

2I, то последовательность Bn = 1
2n+1 (2 · I +Xn) ↓ 0 .

Действительно,

Bn −Bn+1 =
1

2n+1
(2 · I +Xn)− 1

2n+2
(2 · I +Xn+1) =

1

2n+2
(2 · I + 2 ·Xn −Xn+1) > 0,

так как 0 6 Xn+1 6
√

2 · I < 2 · I.
Рассмотрим оператор

A =
∞∑
n=1

anEn ∈ S+(A,m),

где α1 = 1, αn = n22n+2
, приn ≥ 2.

Определим последовательность операторов {An}∞n=1 следующим образом:
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An = ABnA, ∀n ∈ N.
Так как Bn ↓ 0, то An ↓ 0.

Покажем, что An
п.в.90.

Допустим, что это не так, то есть An
п.в−→ 0. Тогда существует такая последова-

тельность проекторов {Pl}∞l=1 ⊂ Ap, что Pl ↑ I при l→∞ и

lim
n→∞

||AnPl|| = 0, ∀l ∈ N.

Тогда (Pl ∧ E1) ↑ E1 при l→∞ [17].
Поэтому существует такой номер l0, что

m(Pl0 ∧ E1) >
1

2
m(E1).

Обозначим E0 = Pl0 ∧ E1, тогда

m(E0) = m(E0E1E0) = m(E0(
2n−1∑
i=1

Eni)E0) =

2n−1∑
i=1

E0m(E0EniE0) >
1

2
m(E1),

и поэтому ∀n ≥ 2 существует такой индекс in, что

m(EnEninE0) >
1

2n
m(E1).

Пусть Xnin = Xkn . Тогда {kn}∞n=2 возрастающая последовательность индексов и
kn−1 < kn < 2n+1.

Рассмотрим соответствующую подпоследовательность {Bkn}∞n=2 :

Bkn =
1

2kn+1
(2 · I +Xkn) =

1

2kn+1
(2 · I +Xnin).

Так как
lim
n→∞

||AnE0|| = 0, lim
n→∞

|| 1

2kn
A2E0|| = 0 и

Akn = ABknA =
1

2kn
A2 +

1

2kn+1
AXninA, то

lim
n→∞

|| 1

2kn+1
AXninAE0|| = 0.

Но

AXninA = A(Enin + En)Xnin(Enin + En)A = (Enin + αnEn)Xnin(Enin + αnEn) =

= EninXninEnin + αnEnXninEnin + αnEninXninEn + α2
nEnXninEn =
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= Enin + αnEnVninEnin + αnEninV
∗
ninEn + α2

nEn.

Следовательно,
AXninAE0 = EninE0 + αnEnVninEninE0.

Поэтому limn→∞ ||αn 1
2kn+1EnVninEninE0|| = 0.

Значит, limn→∞ ||αn 1
2kn+1EnVninEninE0||L2(A,m) = 0 [1], [6]

С другой стороны,

||αn
1

2kn+1
EnVninEninE0||2L2(A,m) = α2

n

1

22(kn+1)
m(E0EninV

∗
ninEnVninEninE0) =

= α2
n

1

22(kn+1)
m(E0EninE0) > α2

n

1

22(kn+1)+n
m(E1) = α2

n

1

22kn+n+2
m(E1) >

> α2
n

1

22n+2+n+2
m(E1) =

n222·2n+2

22n+2+n+2
m(E1) > n2m(E1).

Противоречие показывает, что {An}∞n=1 не сходится к нулю почти всюду.
Положим Zn = (I + A1)

− 1
2An(I + A1)

− 1
2 . Тогда

0 ≤ Zn+1 ≤ Zn ≤ Z1 = A1(I + A1)
−1 ≤ I,

то есть последовательность {Zn}∞n=1 принадлежит A и ||Zn|| ≤ 1 для любого нату-
рального числа n. Кроме того, Zn ↓ 0. Тогда по теореме 2 ([11]) Zn

п.в−→ 0.

Обозначим через Tn = Zn(I + A1)
1
2 . Из теоремы 2 следует, что Tn

п.в−→ 0. Однако,
если положить B = (I + A1)

1
2 , то

BTn = (I + A1)
1
2Zn(I + A1)

1
2 =

(I + A1)
1
2 (I + A1)

− 1
2An(I + A1)

− 1
2 (I + A1)

1
2 = An

п.в.90.

Итак, Tn
п.в−→ 0, B = (I + A1)

1
2 ∈ S(A,m), но BTn

п.в.90. 2

Замечание 1. Пример 2 показывает, что если {Tn}∞n=1, T, {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m),

Tn
п.в−→ T, Sn

п.в−→ S, то, в общем говоря, нельзя утверждать, что SnTn
п.в−→ ST.

Действительно, если положить Sn = B = (I + A1)
1
2 для любого натурального n и

Tn = Zn(I + A1)
1
2 , то Sn

п.в−→ B, Tn
п.в−→ 0, но SnTn

п.в−→ 0.

В заключении пункт приведем теорему Сигала И.Е. (См. [1])

Теорема 3. Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ S(A,m) и Tn
п.в−→ T. Тогда

1) Существует подпоследовательность {nk}∞k=1 ⊂ N такая, что T ∗nk

п.в−→ T ∗.

2) Для каждого оператора S ∈ S(A,m) существует подпоследовательность
{nk}∞k=1 ⊂ N такая, что STnk

п.в−→ ST.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 2003



Непрерывность алгебраических операций в кольце измеримых операторов . . . 65

3. Двусторнняя сходимость почти всюду последовательностей в
S(A,m)

В этом разделе мы рассмотрим непрерыность алгебраических операций и инво-
люции в кольце S(A,m) относительно двусторонней сходимости почти всюду.

Пусть {Tn}∞n=1, T, {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m).

Предложение 2. 1) Если Tn
п.в−→ T и λ − комплексное число, то λTn

д.п.в−−→ λT.

2) Если Tn
д.п.в−−→ T, Sn

д.п.в−−→ S, то Tn + Sn
д.п.в−−→ T + S.

3) Если Tn
д.п.в−−→ T, то T ∗n

д.п.в−−→ T ∗.

Доказательство этого предложения смотри в [9].
Для двусторонней сходимости почти всюду имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Пусть A − конечная алгебра фон Неймана m − точный нормаль-
ный конечный след на A. Если последовательность {Tn}∞n=1 ⊂ S(A,m) сходится
двусторонне почти всюду к оператору T ∈ S(A,m), то для любых A,B ∈ S(A,m)

последовательность {BTnA}∞n=1 сходится почти всюду к BTA :

(Tn
д.п.в−−→ T )⇒ (BTnA

д.п.в−−→ BTA)

Доказательство. Пусть сначала A,B ∈ S(A,m).

Так как Tn
д.п.в−−→ T, то для каждого числа ε > 0 найдется такой проектор Eε ∈ Ap,

что m(E⊥m) < ε, Eε(Tn − T )Eε ∈ A и limn→∞ ||Eε(Tn − T )Eε|| = 0.

Пусть

A =

+∞∫
−∞

λdEλ

и

B =

+∞∫
−∞

µdFµ

спектральные разложения операторов A и B, где Eλ ↑ I при λ→ +∞, Eλ ↓ 0 при
λ→ −∞, Fµ ↑ I при µ→ +∞ и Fµ ↓ 0 при µ→ −∞.

Существуют такие числа λ0 > 0 и µ0 > 0, что m(E−λ0
∨
E⊥λ0) < ε и

m(F−µ0
∨
E⊥µ0) < ε.

Положим P0 = E⊥−λ0
∧
Eλ0 и Q0 = F⊥−µ0

∧
Fµ0 . Тогда AP0 = P0A ∈ A, m(P⊥0 ) < ε.

BQ0 = Q0B ∈ A и m(Q⊥0 ) < ε. Обозначим через E = Eε
∧
P0

∧
Q0, и

Q = (I − r(E⊥A))
∧

(I − r(E⊥B)).

Тогда

m(E⊥) = m(E⊥ε
∨

P⊥0
∨

Q⊥0 ) ≤ m(E⊥ε ) +m(P⊥0 ) +m(Q⊥0 ) < 3ε
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и

m(Q⊥) = m[(I − r(E⊥A))⊥
∨

(I − r(E⊥B))⊥] ≤ m(E⊥) +m(E⊥) < 6ε.

Кроме того, AQ = EAQ = EεEP0AQ и

QB = (BQ)∗ = [B(I − r(E⊥B))Q]∗ = (EBQ)∗ = QBE = QBQ0EEε.

Поэтому

‖ QB(Tn − T )AQ ‖=‖ QBQ0EEε(Tn − T )EεEP0AQ ‖≤

≤‖ BQ0 ‖‖ Eε(Tn − T )Eε ‖‖ P0A ‖→ 0 при n→∞.

Таким образом, BTnA
п.в−→ BTA для любых операторов A,B ∈ S〈(A,m).

Пусть теперь операторы A,B ∈ S〈(A,m).

Тогда A = ReA+ iImA, B = ReB + iImB и, по доказанному,

ReBTnReA
д.п.в−−→ ReBTReA, ImBTnReA

д.п.в−−→ ImBTReA,

ReBTnImA
д.п.в−−→ ReBTImA и ImBTnImA

д.п.в−−→ ImBTImA.

Поэтому, в силу предложения (2),

BTnA
д.п.в−−→ BTA.

Замечание 2. Если {Tn}∞n=1, T, {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m), Tn
д.п.в−−→ T, Sn

д.п.в−−→ S, то, в
общем, нельзя утверждать, что SnTn

д.п.в−−→ ST.

Рассмотрим еще раз пример 2. Пусть A − фактор типа II 1 , B − максимальная
коммутативная подалгебра в A, {Gn}∞n=1 такая последоватльность проекторов в B,
что m(Gn) → 0 при n → ∞, но Gn

п.в.90. Как уже отмечалось выше, существует по-
следовательность частичных изометрий {Vn}∞n=1 такая, что VnV

∗
n = Gn, Vn

п.в−→ 0,

но V ∗n
п.в.90. Поэтому Vn

д.п.в−−→ 0, и, следовательно, V ∗n
д.п.в−−→ 0, в то время, как

VnV
∗
n = Gn

п.в.90. Так как B − максимльная коммутативная подалгебра в A, то
Gn

д.п.в.9 0.

Заключение

Результаты данной статьи позволяют утверждать, что в кольце S(A,m) из-
меримых операторов, присоединенных к конечной алгебре фон Неймана A, алгеб-
раические операции умножения на скаляр, суммы, инволюции и умножения слева и
справа на измеримые операторы непрерывны относительно джвусторонней сходимо-
сти почти всюду.

Построенные примеры показывают, что:

− существуют такие {Tn}∞n=1, T ⊂ S(A,m), что Tn
п.в−→ T, но T ∗n

п.в.9T ∗;
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− существуют такие {Tn}∞n=1, T ⊂ S(A,m) и B ∈ S(A,m), что Tn
п.в−→ T, но

BTn
п.в.9BT ;

− существуют такие {Tn}∞n=1 ⊂ S〈(A,m), что Tn ↓ 0, но Tn
п.в.90;

− существуют такие {Tn}∞n=1, T, {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m), что Tn
п.в−→ T, Sn

п.в−→ S,

но SnTn
п.в.9ST ;

− существуют такие {Tn}∞n=1, T, {Sn}∞n=1, S ⊂ S(A,m), что Tn
д.п.в−−→ T, Sn

д.п.в−−→ S,

но SnTn
д.п.в.9 ST.
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