
ÓÄÊ 681.513.7Ï�ÈÍÖÈÏ ÑÎ�ËÀÑÎÂÀÍÍÎÑÒÈ È ÁÅÉÅÑÎÂÑÊÎÅÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÎÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÑ. È. �óðîâÌîñêîâñêèé �îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �-ò ÂÌèÊ�îññèÿ, ã. Ìîñêâà,e-mail: sgur�s.msu.su, gurov�as.ru.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 01-01-00885)AbstratIn the ontext of Bayes approah to statistial tasks the new method of onretization of a priordistribution based on priniple named ¾onordant priniple¿ is putting forward. The appliation ofsuggested method to the task of interval estimation of parameters of binomial, Poisson and normaldistributions is shown. ÂâåäåíèåÎñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäîâíà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè êîíêðåòèçàöèèàïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïðè íàëè÷èè ó èññëåäîâàòåëÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëîãè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðî-âîäèìûõ ðàíåå, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå òîãî èëè èíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿàïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàìêàõ ýìïèðè÷åñêîãî áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà. Ïðèîòñóòñòâèè óêàçàííûõ äàííûõ òàêîé âîçìîæíîñòè íåò. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íîïðèáåãàþò ê ïîñòóëàòó Áåéåñà1, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò, ÷òî åñëè íè÷åãî íå èçâåñòíîâ ïàðàìåòðå θ, è îí èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî â êà÷åñòâå àïðèîðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàþò ðàâíîìåðíîå. Â 1948ã. �. Äæå��åðñ ðàñøèðèë ïîñòóëàòÁåéåñà, ïðåäëîæèâ ò.í. íåèí�îðìàòèâíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ íåèçâåñòíîãîïàðàìåòðà θ, ëèøü â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ θ [16℄, [12℄.Èçâåñòíû è äðóãèå ñïîñîáû êîíêðàïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâàííûå íàèñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïâ íàèìåíüøåé èí�îðìàòèâíîñòè. ïîíÿòèé ñóáúåêòèâíîéâåðîÿòíîñòè, �óíêöèè ïîëåçíîñòè, äîâåðèÿ è ò.ä. [4℄. Îäíàêî ïðèìåíåíèå èõ âåñüìàîãðàíè÷åíî. Â [3℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé; èìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿàïðèîðíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ. Ñäåëàííûìè çàìå÷åíèÿìè è îãðàíè÷èâàåòñÿ àíàëèç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé1åãî íàçûâàþò òàêæå ïðèíöèïîì ðàâíîâåðîÿòíîñòè èëè çàêîíîì íåäîñòàòî÷íîãî îñíîâàíèÿËàïëàñà



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 15è ïóáëèêàöèé, ïîñâÿù¼ííûõ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêà íîâîãî ïðèíöèïà êîíêðåòèçàöèè àïðèîð-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû θ, îïðåäåëÿþùåé ðàñïðåäåëåíèå Pθ(ξ)ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé íàáëþäàþòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðè-ìåíòå è îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì åñòåñòâåííîñòè, ñîãëàñîâàííîñòè ñ äàííîé çàäà÷åé.ïðåäëàãàåìûé ïðèíöèï ñîñòîèò â óêàçàíèè (1) íåêîòîðîãî åñòåñòâåííîãî äëÿ äàííîéñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè êëàññà Gc âîçìîæíûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïàðàìåò-ðèçîâàííîãî êîíå÷íîìåðíûì ïàðàìåòðîì γ è (2) ìåòîäà íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ γ ïîðåçóëüòàòàì ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.Äàííûé ïðèíöèï ìû áóäåì íàçûâàòü ïðèíöèïîì ñîãëàñîâàííîñòè, ïîñêîëüêó îíïîëàãàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îäíîòèïíîñòü àïðèîðíûõ ïëîòíîñòåé è �óíêöèè ïðàâäî-ïîäîáèÿ ïåðåìåòðà θ, è ñ äðóãîé � ðàâåíñòâî åãî ÷àñòîòíîé (êëàññè÷åñêîé) è áåéå-ñîâñêîé òî÷å÷íûõ îöåíîê. Òðåáîâàíèå ñîãëàñîâàííîñòè äâóõ óêàçàííûõ âèäîâ ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì. Çàìåòèì, ÷òî ïðèðàâíèâàíèå ÷àñòîòíîé è áåéåñîâ-ñêîé îöåíîê ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðè ðàññìîòðåíèè ìèíèìàêñ-íûõ òî÷å÷íûõ îöåíîê è íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ò.í. íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîãîàïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè îïðåäåëåíèè êëàññà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé Gcèñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ �èäóöèàëüíîé òåîðèè �. Ôèøåðà. òàêèì îáðàçîì. ïðåäëàãà-åìûé ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè îáúåäèíÿåò êëàññè÷åñêèé ÷àñòîòíûé, áåéåñîâñêèé èèäóöèàëüíûé ïîäõîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.Ïîëó÷åííîå íà îñíîâå óêàçàííîãî ïðèíöèïà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòàïîñòåðèîðíîå, êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé, âíàøåé ðàáîòå � äëÿ äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ.Äàííûé ïîäõîä â íà÷àëå áûë ïðåäëîæåí áåç îáîñíîâàíèÿ â [5℄, [6℄ è ðàçâèò çàòåìâ [7℄ è [8℄. 1. Òî÷å÷íîå è èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÄàííûé ðàçäåë íîñèò âñïîìàãàòåëüíî-ñïðàâî÷íûé õàðàêòåð. Çäåñü òàêæå áóäåòïðèâåäåíî âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèå ñîïðÿæ¼ííîãî îòíîñèòåëüíî íåêî-òîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. âñå íåîïðåäåë¼í-íûå ïîíÿòèÿ è ññûëêè ìîãóò áûòü íàéäåíû â [1℄, [2℄, [12℄, [13℄ è [15℄.�àññìîòðèì ìîäåëü ïðîñòîãî âûáîðà, ñâÿçàííóþ ñ îäíîêðàòíûì íàáëþäåíèåì íàäñëó÷àéíûì ýëåìåíòîì ξ, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèÿ â X è ñâÿçàííóþ ñ íåé ïàðàìåòðè-çîâàííóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (X ,B(X ),P). Çäåñü B(X ) � σ-àëãåáðà ñîáûòèéíà X , à P = {Pθ(ξ), θ ∈ Θ} � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà (X ,B(X )),ãäå Θ � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà θ.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



16 Ñ. È. �óðîâÏðè ïðîâåäåíèè n ýëåìåíòàðíûõ (íàáëþäåíèé) îáðàçóåòñÿ ñòðóêòóðà
(X n,B(X )n,Pn). X n, êàê èçâåñòíî, íàçûâàþò âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòîìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â õîäåâûïîëíåíèÿ n íåçàâèñèìî ïðîâåä¼ííûõ åäèíè÷íûõ íàáëþäåíèé íàä ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû ξ. Ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìû áóäåì íàçûâàòü ïî òèïó ðàñïðåäåëåíèÿ
ξ (áèíîìèàëüíàÿ, ïóàññîíîâñêàÿ, íîðìàëüíàÿ è ò.ä.).Äàëåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî Θ ⊆ R è X ⊆ R, êàê â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàê-òè÷åñêèõ çàäà÷. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî è Pθ(ξ), è âñåîñòàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûåíèæå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ïëîòíîñòè (äè��åðåíöèðóåìû ïî ñîîòâåòñòâóþùåé âåðî-ÿòíîñòìåðå). �àñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèåïëîòíîñòè � ñòðî÷íûìè áóêâàìè: òàê pθ(ξ) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Pθ(ξ).Â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà íàéä¼ì òî÷åñíóþ îöåíêó íåèçâåñòíîãî èñòèííîãîçíà÷åíèÿ θ∗. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íå î÷åíü æ¼ñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ ìíîãèìè ¾õîðîøè-ìè¿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îöåíêà θ̂L ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ(ÌÏ�îöåíêà), îïðåäåëÿåìàÿ êàê

θ̂L = arg max
θ∈Θ̄

L(θ, x) = θ̂L(x),ãäå Θ̄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Θ, à L(θ, x) ∝ pθ(x) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðà-ìåòðà θ äëÿ äàííûõ x = (x1, . . . , xn) ∈ X n ⊆ R
n è

L(θ, x) =
n∏

i=1

pθ(xi).Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè äëÿ θ â âèäåèíòåðâàëà J(η) = (θ−(x, η), θ+(x, η)) ∈ Θ, ãäå η � êîý��èöèåíò äîâåðèÿ. Óêàçàíèå íàâåëè÷èíó η è �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ãðàíèö èíòåðâàëà áóäåì èíîãäà îïóñêàòüè èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå |J(η)| = (θ+ − θ−) äëÿ äëèíû èíòåðâàëà J(η).�àññìîòðèì êðàòêî ìåòîäèêó ïîòðîåíèÿ íåéìàíîâñêèõ (íàèáîëåå ñåëåêòèâíûõ),�èäóöèàëüíûõ è áåéåñîâêèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Ïîñòðîåíèå êðàò÷àéøèõäîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâåïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ îíè ñîâïàäàþò ñ íåéìàíîâñêèìè.Â ñëó÷àå, êîãäà Pθ(ξ) � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîñòðîåíèå íåéìàíîâñêèõäîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x1, . . . , xn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåïðå-ðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x|θ). Ïóñòü �óíêöèÿ q(x1, . . . , xn| θ)1. îïðåäåëåíà â êàæäîé òî÷êå θ èíòåðâàëà (θ1, θ2), ñîäåðæàùåãî θ∗, è â êàæäîéòî÷êå âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X n = R
n, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ëèøüìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû 0,2. íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî óáûâàåò èëè âîçðàñòàåò ïî θ è3. èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñÿùóþ îò θ.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 17Åñëè (q1, q2) � èíòåðâàë, äëÿ êîòîðîãî P{q1 < q < q2| θ} = η, òî ïðè èñòèííîìçíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ, ðàâíîì θ∗, ðåøåíèÿ θ− è θ+(ãäå θ− < θ+) óðàâíåíèé
q(x1, . . . , xn| θ) =

{
q1

q2ñóùåñòâóþò, è (θ−, θ+) � 100η�ïðîöåíòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ∗.Çäåñü ÿñíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ q(x1, . . . , xn| θ) ñòðîãî ìîíîòîííà, òî èíòåðâàë (q1, q2)îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.Ïóñòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé òî÷åñíîé îöåíêè θ̂ åñòü F (t| θ). òîãäà âêà÷åñòâå q(x1, . . . , xn| θ) ìîæíî âçÿòü F (θ̂| θ). Ýòó �óíêöèþ íàçûâàþò íåéìàíîâñêèìäîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñòàòèñòèêè θ̂. Â êà÷åñòâå θ̂ ìîæíî âçÿòü ÌÏ�îöåíêó
θ̂L. Äëÿ å¼ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ̂L| θ) óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè 1) � 3) â âûøå-ïðèâåä¼ííîì óòâåðæäåíèè âûïîëíÿþòñÿ ïî÷òè âî âñåõ èíòåðåñíûõ äëÿ ïðàêòèêèñëó÷àÿõ. Äàëåå, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò öåíòðàëüíûå èíòåðâàëû2, ïðèíÿâ âìåñòü q1è q2 âåëè÷èíû P è 1−P , ãäå 0.5 6 P < 1. Òîãäà η áóäåò ðàâíÿòüñÿ 2P − 1 è ãðàíèöû
θ−, θ+ íåéìàíîâñêèõ èíòåðâàëîâ JN(2P − 1) = (θ−, θ+) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèÿóðàâíåíèé

F (θ̂L| θ) =

{
P,

1 − P.
(1)Åñëè Pθ(ξ) � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ïðè îïðåäåëåíèè äîâåðèòåëüíûõ èí-òåðâàëîâ âîçíèêàþò íåîïðåäåë¼ííîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåñòðîãèìè íåðàâåíñòâàìè, ïîÿâ-ëÿþùèìèñÿ â (1) âìåñòî ðàâåíñòâ. Äëÿ ñíÿòèÿ ýòèõ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ý��åêòèâåíïðè¼ì ðàíäîìèçàöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â äîáàâëåíèè ê äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íåïðåðûâíîé òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ñóììà èìåëàáû íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ðåçóëüòàòå ðàíäîìèçàöèè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-ëû äàæå óêîðà÷èâàþòñÿ3, íî ïîÿâëÿþòñÿ äâà ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî îäíîìó èç êîòîðûõîïðåäåëÿþò âåðõíþþ, à ïî äðóãîìó íèæíþþ ãðàíèöó èíòåðâàëà J(η).Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ïîíÿòèÿ �èäóöèàëüíîé òåîðèè �. Ôèøåðà, è �èäóöèàëüíûåäîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû áóäåì òàêæå íàçûâàòü �èøåðîâñêèìè. Åñëè â ñòàòèñòè÷å-ñêîé ñòðóêòóðå (X ,B(X ,P)) è ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå {Pθ(ξ), θ ∈ Θ}, ãäå X ⊆ Rè Θ ⊆ R �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t| θ) ñòàòèñòèêè s óáûâàåò ñ ðîñòîì θ òàê, ÷òî2Íåöåíòðàëüíûå èíòåðâàëû èñïîëüçóþò â ñëó÷àå, êîãäà åñòü îñíîâàíèÿ îáåñïå÷èòü ðàçíûå âåðî-ÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñëåâà èëè ïðàâà îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿå-ìîé âåëè÷èíû.3Íåîïðåäåë¼ííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îêàçûâàåòñÿìåíüøå óñòðàí¼ííîé íåîïðåäåë¼ííîñòè, ñâÿçàííîé ñ íåðàâåíñòâàìè¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



18 Ñ. È. �óðîâ
F ∗(t| θ) = 1−F (t| θ), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ îò θ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè �óíê-öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, F ∗, íàçûâàþò �èäóöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì4. Êîãäà â êà÷åñòâå
s èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, óêàçàííûå óñëîâèÿ îáû÷íî âûïîíÿþòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû �èäóöèàëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ, x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê�óíêöèÿ îò θ (è çäåñü θ âûñòóïàåò êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà). Ïîýòîìó �èäóöèàëüíûåäîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû íàçûâàþò òàêæå èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ.Â ñëó÷àå, êîãäà Pθ(ξ) � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ãðàíèöû θ−, θ+ �èäóöèàëü-íîãî èíòåðâàëà îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû:

{
F (θ+| x, γ) − F (θ−| x, γ) = η,

f(θ+| x, γ) = f(θ−| x, γ),ãäå h(θ| x, γ) � íåïðåðûâíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ïëîòíîñòü àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ. Óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ îáû÷íî çàïèñûâàþò êîìïàêòíåå: ãðàíèöû θ−, θ+èíòåðâàëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1), ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò�èäóöèàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ| x, γ).Åñëè Pθ(ξ) � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî âîçíèêàþò òå æå íåîïðåäåë¼ííîñòè,÷òî è â ÷àñòîòíîì ñëó÷àå. Çäåñü òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ äâà ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ âåðõíåè íèæíåé ãðàíèö êàæäîãî èíòåðâàëà.Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ èíòåðâàëü-íûõ îöåíîê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí êëàññ {G(θ| γ), γ ∈ Γ} àïðèîðíûõ ðàñïðåäå-ëåíèé ïàðàìåòðà θ ñ �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé G(θ| γ), ãäå γ � êîíå÷íîìåðíûéïàðàìåòð èç íåêîòîðîé îáëàñòè Γ. Òîãäà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå H(θ| x, γ) ïà-ðàìåòðà θ íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ
dH(θ| x, γ) ∝ L(θ, x) · G(θ|γ). (2)Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî àïðèîðíàÿ ìåðà ìîæåò è íå áûòü âåðîÿòíîñòíîé.Cîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äàííîé çàäà÷è îáðà-çóåò ìíîæåñòâî H = {H(θ| x, γ), x ∈ X n, γ ∈ Γ}. Ìû ñ÷èòàåì �óíêöèè èç H ñòðîãîâîãíóòûìè ïî θ, ÷òî èìååò ìåñòî ïî÷òè äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ.Óäîáíî âûáèðàòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå èç ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîãî äëÿ äàí-íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé G = {G(θ| γ), γ ∈ Γ}, àèìåííî èç ò.í. ñîïðÿæ¼ííûõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Gíàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ñåìåéñòâîì àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî ñòà-òèñòè÷åñêîé ìîäåëè (X ,B(X ),P) ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ x ∈ X , åñëè ïðè4¾Ôèäóöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè â ñìûñëå ÷àñòîòíîé òåî-ðèè. Ýòî íîâîå ïîíÿòèå,âûðàæàþùåå èíòåíñèâíîñòü íàøåé âåðû â ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿïàðàìåòðà¿ [12℄. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 19âûáîðå â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G = G(θ| γ0) ∈ G àïîñòåðèîðíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå H òàêæå ïðèíàäëåæèò G, ò.å. H = G(θ| γ(x, γ0)). Ââåä¼ííîå òàêèì îáðà-çîì ïîíÿòèå ñîïðÿæ¼ííîñòè ñîâïàäàåò ñ ñîãëàñîâàííîñòüþ â ñìûñëå [13℄ ñåìåéñòâ ðàñ-ïðåäåëåíèé ξ è θ, è êëàññ G áóäåò ñîäåðæàòü �èäóöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ θ. Ñîïðÿ-æ¼ííûìè áóäóò, íàïðèìåð, ñåìåéñòâà áåòà�ðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî áèíîìèàëü-íîé è îòðèöàòåëüíî�áèíîìèàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëåé, ãàììà�ðàñïðåäåëåíèéîòíîñèòåëüíî ïóàññîíîâñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëåé, ñåìåéñòâà îäíîñòîðîííèõè äâóñòîðîííèõ ðàñïðåäåëåíèé Ïàðåòòî îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíûõ íà (0, θ) è (θ1, θ2)ìîäåëåé ñîîòâåòñòâåííî è ò.ä.Áåéåñîâñêîé òî÷å÷íîé îöåíêîé θ̂B âåëè÷èíû θ∗ ïðè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïîòåðüáóäåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå µH = µH(x, γ) àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìûîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èìåííî òàêèõ, èñïîëüçóåìûõ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèí-ñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ �óíêöèé ïîòåðü ñ÷èòàòü, ÷òî
θ̂B = µH = θ̂B(x, γ).Áåéåñîâñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïîëó÷àþò òàêæå, êàê â äîâåðèòåëüíî�èíòåðâàëüíîé è �èäóöèàëüíîé òåîðèÿõ. ò.å. èñïîëüçóÿ ñèñòåìû âèäà 1, ãäå â ëå-âîé ÷àñòè ñòîèò �óíêöèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ H(θ| x, γ). Òàêæå îñòà¼òñÿñïðàâåäëèâûì âñ¼ ñêàçàííîå îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ. êîãäà Pθ(ξ) � äèñêðåòíîå ðàñïðå-äåëåíèå.Åñëè â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ïðèíÿòü ðàâíîìåðíîå (ïðîïîðöèîíàëüíîå dθ) ðàñïðå-äåëåíèå, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ �èäóöèàëüíûì, à áåéåñîâ-ñêèå èíòåðâàëû (èõ â ýñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü J(x, η, γ) èëè JB(η)) � ñ íåéìàíîâ-ñêèìè è �èøåðîâñêèìè. 2. Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòèÏðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ìîìåíòà. Ïåðâûé (ÏÑ1) ñâÿçàí ñîïðåäåëåíèåì êëàññà Gc = {G(θ| γ), γ ∈ Γc}, èç êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ àïðèîðíûåðàñïðåäåëåíèÿ.Äëÿ äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè X ,B(X ),P ðàññìîòðèì ñîïðÿæ¼ííîå ñåìåé-ñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé G = {G(θ| γ), γ ∈ Γ}, ó êîòîðûõ Γ ⊆ R

k.Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî G âêëþ÷àåòâ ñåáÿ êëàññ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ íåïðåðûâ-íûõ ðàñïðåäåëåíèé {G(θ| γ) ∈ Γ0} (íîðìàëüíîå, áåòà-,ãàììà- è ò.ä.), âñòðå÷àþùèõ-ñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, è çàìûêàíèå Γ0 åñòü Γ. Íàïðèìåð, ðàâíîìåðíîåðàñïðåäåëåíèå äàííîãî ïàðàìåòðà, î÷åâèäíî, âõîäèò â ñåìåéñòâî ñîïðÿæ¼ííûõ ðàñ-ïðåäåëåíèé äÿë ëþáîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè. ñåìåéñòâî âñåõ ãàììà�ðàñïðåäåëåíèé
{Gθ(a, b)} (ñ ïàðàìåòðàìè a > 0, b > 0) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì äëÿ ñòàòèñòè÷å-ñêîé ìîäåëè íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà.�àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû θ íà (0,∞) íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì {Gθ(a, b)},îäíàêî ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè a = 1, b → 0.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



20 Ñ. È. �óðîâÑ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ G, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò âñå �èäóöèàëüíûå ðàñïðäåëåíèÿ
{F (θ| γ), γ ∈ Γf ⊆ Γ} äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè è îáëàñòü Γf ñîîòâåòñòâóåò âñåìòàêèì ðàñïðåäåëåíèÿì.Ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà γ = (γ1, . . . , γk) èç Γf èìåþòñÿ ïðèíèìàþùèå äèñêðåò-íûå çíà÷åíèÿ. Âñåãäà, íàðïèìåð. èìååòñÿ êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëó èñïû-òàíèé n. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî γ1. Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ n = 0 â G îáû÷íî ïîëó÷àþòðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî γ1 ∈ {0, 1, . . .}.Ïîëîæèì òåïåðü âñå äèñêðåòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà γ ∈ Γf íåïðåðûâíûìè â ñî-îòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ îãðàíè÷åíèé. Íïðèìåð, â ïðèâåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõïîëàãàåì γ1 ∈ R>0. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íî îïåðäå-ë¼ííóþ îáëàñòü Γc òàêóþ, ÷òî Γf ⊂ Γc ⊆ Γ.Îïðåäåëÿåìûå îáëàñòüþ Γc ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàçóþò â G ïîäêëàññ, êîòîðûé ìûíàçîâ¼ì ñîãëàñîâàííûì ñåìåéñòâîì àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî äàííîéñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè.ÏÑ1:: Êëàññ Gc ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñåìåéñòâîì àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
{G(θ| γ), γ ∈ Γc} îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè X ,B(X ),P .Ïîëó÷åííîå ïî �îðìóëå Áåéåñà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå H áóäåì çàïèñûâàòüâ âèäå H(θ| x, γ1), ãäå γ1 = γ(x, γ0). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè Gc � êëàññ âñåâîçìîæíûõàïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷àåìûõ â ðàìêàõ äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè,òî Hc ⊆ Gc.ßñíî òàêæå, ÷òî êëàññ Gc ñîäåðæèò âñå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòè êîòîðûõ ïðî-ïîðöèîíàëüíû �óíêöèÿì ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ ïðè âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòàõèñõîäîâ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ:

dG(θ| γ) ∝ L(θ, x), x ∈ X n, n = 1, 2, . . . .Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî òàêîé âûáîð êëàññà Gc àäåêâàòíî îòðàæàåò ñïåöè�èêó ñòàòè-ñòè÷åñêîé ìîäåëè.Âòîðîé ìîìåíò (ÏÑ2) ïðèíöèïà ñîãëàñîâàííîñòè óêàçûâàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿïàðàìåòðà γ, êîíêðåòèçèðóþùåãî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ äàííîé çàäà÷è âóñëîâèÿõ íàáëþäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðèíöèï ñîãëà-ñîâàííîñòè îïðåäåëÿåò, ÷òî ïàðàìåòð γ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå (ïðè ïîëó÷åííûõçíà÷åíèÿõ x è çàäàííîì êîý��èöèåíòå äîâåðèÿ η) îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷èÏÑ2:: |J(x, η, γ)| → max, θ̂L(x) = θ̂B(x, γ), γ ∈ Γc.Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ, ñ÷èòàåì, ÷òî â äàííûõ óñëîâèÿõ ïðèíöèï ñîãëàñî-âàííîñòè íåïðèìåíèì. Îáëàñòü Xc ⊆ X n â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà÷è (ÏÑ2) ñóùåñòâóåò,íàçîâ¼ì îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà ñîãëàñîâàííîñòè. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèå, î÷åâèäíî,áóäåò åäèíñòâåííûì.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 21Ïóñòü x ∈ Xc è íàéäåíî ðåøåíèå γ∗ çàäà÷è (ÏÑ2). Îíî îïðåäåëèò ïëîòíîñòè àïðè-îðíîãî g(θ|γ∗), è àïîñòåðèîðíîãî h(θ|x, γ∗) ðàñïðåäåëåíèé âåëè÷èíû θ, îáåñïå÷èâàþ-ùèå íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè ïðè óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ òî÷å÷íûõîöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî è áåéåñîâñêîãî ïîäõîäîâ. Ýòî ïîçâîëÿåòóòâåðæäàòü, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîñòîâåðíîñòü (çíà÷åíèå êîý��èöè-åíòà äîâåðèÿ) ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ θ∗ ∈ J(x, η, γ∗) áóäåò íå ìåíåå η ïðè ëþáûõ
γ è x. Ïîëó÷åííûå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû θ−, θ+ è ñàì èíòåðâàë Jc = J(x, η, γ∗) áó-äåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè. ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà ñîãëàñîâàííîãî äîâåðèòåëüíîãîèíòåðâàëà áóäåò íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññè÷åñêîãî áåéåñîâñêîãî.Ïðîòèâ ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïðèíöèïà ìîãóò áûòü âûäâèíóòî âîçðàæåíèå,ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî ÷àñòî îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè, íî �èê-ñèðîâàííûìè (íåñëó÷àéíûìè), è ïîýòîìó ïðè èõ íàõîæäåíèè ïðèìåíèìû ëèøü êëàñ-ñè÷åñêèå ìåòîäû. Îäíàêî, åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ ò.í. ¾ñóáúåêòíîãî¿ ïîäõîäà â ñòà-òèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ, (ñ÷èòàòü, ÷òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿìåðîé íàøåãî íåçíàíèÿ), òî ïðèìåíåíèå áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàí-íûì [11℄.Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñîâàííûå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû ñîâïà-äàþò ñ ïîëó÷åííûìè òðàäèöèîííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíå-íèå ïðèíöèïà ñîãëàñîâàííîñòè ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.Íèæå ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.3. Ñîãëàñîâàííîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâíàèå ïàðàìåòðàáèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå çàäà÷è èíòåðâàëüíî-ãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòîé âåðîÿòíîñòè ÷èñëà óñïåõîâ m â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè:

Bim(n, p) =

(
n

m

)
pm(1 − p)n−m.Ïóñòü âåëè÷èíà ξ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{ξ = t|p∗} = Bit(1, p
∗) = (p∗)t(1 − p∗)1−t; p∗ ∈ (0, 1), t ∈ {0, 1},ãäå p∗ � íåèçâåñòíàÿ, íî �èêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòüèíòåðâàëüíóþ îöåíêó. Êàê îáû÷íî, ìû èíòåðïðåòèðóåì 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî êàê ïî-ÿâëåíèå èëè îòñóòñòâèå íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ X â äàííîì ýêñïåðèìåíòå.Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíà âû-áîðêà x = (x1, . . . , xn). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

X = {0, 1}, BX n � áóëåâà àëãåáðà n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ,
θ = p∗ = p, Θ = (0, 1) ⊂ R.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



22 Ñ. È. �óðîâÎáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (1/n)
n∑

i=1

xi. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ x̄ åñòü
P{x̄ 6 m/n| n, p} =

m∑

i=0

(
n

i

)
pi(1 − p)n−i =

= I1−p(n − m,m + 1) = 1 − Ip(m + 1, n − m);

0 6 m 6 n, n = 1, 2, . . . ,ãäå Ip(a, b) - íåïîëíàÿ Â-�óíêöèÿ 5, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïà-ðàìåòðîâ a è b. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ x ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé è ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî p = θ.Ïóñòü ïðè ïðîâåäåíèè n ýëåìåíòàðíûõ èñïûòàíèé ñîáûòèå X íàáëþäàëîñü m ðàç.Òîãäà �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(p, x) âåëè÷èíû ξ åñòü
L(p, x) = pm(1 − p)n−m,à ÌÏ-îöåíêîé âåëè÷èíû p áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàáëþäåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x

p̂L = x =
m

n
.Èçâåñòíî, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ý��åêòèâíîé è ñîñòîÿòåëüíîé, àíåñìåùåííàÿ �óíêöèÿ îöåíêè D̂{p̂L} å¼ äèñïåðñèè åñòü:

D̂{p̂L} =
m(n − m)

n2(n − 1)
. (3)Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ξ äèñêðåòíî, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ÷àñòîòíîãî ïîä-õîäà äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû J = (p−, p+) ñ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ η = 2P − 1íàêðûâàþùåãî çíà÷åíèå p∗ îïðåäåëÿþòñÿ [2℄ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

{
Ip+(m,n − m + 1) = 1 − P,

Ip−(m + 1, n − m) = P.
(4)Ñîïðÿæåííûì ñåìåéñòâîì àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé áóäåò ìíîæåñòâî Â-ðàñïðåäåëåíèé ℑ = {Ip(a, b)|γ ∈ Γ}, ãäå γ = (a, b) è Γ = R>0×R>0 ñ ìàòåìàòè÷åñêèìèîæèäàíèÿìè è äèñïåðñèÿìè

µI =
a

a + b
, σ2

I =
ab

(a + b)2(a + b + 1)
.Ñëó÷àé a = b = 1 ñîîòâåòñòâóåò çäåñü ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà (0,1).Â ñîîòâåòñòâèè ñ (ÏÑ1) êëàññ ℑñ äëÿ äàííîé çàäà÷è åñòü {Ip(a, b)|γ ∈ Γc}, ãäå

γ = (a, b) è Γc = R≥1×R≥1. Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü íåêîòîðîãî äàííîãî àïðèîðíîãî5áåòà��óíêöèÿ ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 23ðàñïðåäåëåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Â-ðàñïðåäåëåíèå
g(p|a, b) =

Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)
pa−1(1 − p)b−1 = Bep(a, b); (5)

p ∈ (0, 1), γ = (a, b) ∈ Γc = R≥1 × R≥1.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ðàâíÿòüñÿ
h(p|x, a, b) = Bep(m + a, n − m + b), (6)è áåéåñîâñêàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà p̂B ïàðàìåòðà p åñòü

p̂B = µH =
m + a

n + a + b
.Ïî ïëîòíîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (6) íàéäåì ñîãëàñîâàííûé äîâåðèòåëüíûéèíòåðâàë Jc(η) = (p−, p+) ñ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ η = (P + 1)/2(0.5 ≤ P < 1): åãîãðàíèöû ñóòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

{
Ip+(m + a − 1, n − m + b) = 1 − P,

Ip−(m + a, n − m + b − 1) = P.
(7)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè (ÏÑ2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(p+ − p−) → max,
m

n
=

m + a

n + a + b
= p̂, 1 ≤ a, 1 ≤ b, (8)ãäå p+ è p− - ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7).Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå (ðàâåíñòâî ÷àñòîòíîé è áåéåñîâñêîé îöåíîê) îïðåäåëÿ-åò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà ñîãëàñîâàííîñòè: χc â äàííîé çàäà÷å åñòü

1 ≤ m ≤ n − 1. Ñîîòâåòñòâåííî, ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ 0-ñîáûòèÿ (çàìå-òèì, ÷òî â ïðàêòèêå äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ýòè ñëó÷àå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòüîòäåëüíî [10℄. Â óêàçàííûõ ãðàíèöàõ èìååì a = bm/(n − m).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (p+−p−) → max ðàâíîñèëüíî t → min, ãäå t - òàêîåìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå, ÷òî t-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îò h(p|x, a, b) â òî÷êå p = 0 èëè p = 1íå ðàâíà 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (8) åñòü
{

a = 1, b = n−m
m

, åñëè 1 ≤ m ≤ n
2
,

a = m
n−m

, b = 1, åñëè n
2

< m ≤ n − 1.
(9)Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòèàïðèîðíîãî (5) àïîñòåðèîðíîãî (6) ðàñïðåäåëåíèé. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà p̂ èñòèííîãî çíà-÷åíèÿ p∗ áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû a è b êàê p̂ = 1/(b + 1)èëè p̂ = a/(a+1) ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâîì èëè âî âòîðîì ñëó÷àå (9) è äëÿ äèñïåðñèèýòîé îöåíêè âåðíà �îðìóëà (3).¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



24 Ñ. È. �óðîâ�ðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà Jc(η) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (7). ßñíî,÷òî |Jc(η)| ≤ |JB(η)|, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü êîãäà m = n/2. Íàïðèìåð,ïðè n = 10, m = 1, η = 0.9(P = 0.95) ïî òàáëèöàì [2℄ èìååì:
JB = (0.005, 0.394); Jc = (0.003, 0.238),ò.å. äëèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñîêðàòèëàñü ïî÷òè íà 40%. Î÷åâèäíî, ÷òîñèììåòðè÷íîñòü ïëîòíîñòåé àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè p̂ = 1/2 − r è

p̂ = 1/2 + r, 0 < r < 1/2 ïîâëå÷åò ðàâåíñòâî äëèí äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿýòèõ ñëó÷àåâ 6.Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå b ñ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíûì âïðåäïîëîæåíèè ìàëîãî p = m/n(m 6= 0), ò.å. êîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 1. Íàé-äåì ÌÏ-îöåíêó ïàðàìåòðà b ðàñïðåäåëåíèÿ Bep(1, b). Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â ýòîìñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä
L(b, x) = b

(
1 − m

n

)b−1

.Íåòðóäíî íàéòè, ÷òî å¼ ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
b̂ =

1

ln n
n−m

.Ïîñêîëüêó b = (n − m)/m, èìååì
1

b̂
= ln(1 +

1

b
) =

1

b
− 1

2b2
+

1

3b3
− · · · ,äàëåå, îáðàùàÿ ðÿä (ñì., íàïðèìåð, [9℄) ïîëó÷àåì, ÷òî

b̂ = b +
1

2
− 1

12b
− 5

24b2
− o

(
1

b3

)
,ò.å. b̂ ≈ b+0.5 õîðîøåé ñ òî÷íîñòüþ: îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò ïîëóïðî-öåíòà ïðè b ≥ 4 (èëèp̂ ≤ 1/5).Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñîâàííàÿ îöåíêà äëÿ b â óñëîâèÿõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèéîòíîñèòåëüíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò å¼ ÌÏ-îöåíêè. Ýòî îòëè÷èå áóäåò åù¼ ìåíüøå äëÿäëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ àïîñòåðèîðíûõ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ïàðàìåòðà p.Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ a ïðè b = 1 è p̂ ≈ 1.6Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷å÷íîé îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðåäêèõ ñîáûòèé â [14℄áûëî ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàòü èìåííî BCp

(1, b)ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì b, îäíàêî íå áûëî ïðèâåäåíî íè îáîñíîâàíèÿ äàííîìó âûáîðó, íè êàêèõ �ëèáî óêàçàíèé íà âîçìîæíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà b. Ýòà èäåÿ Ý. Ëåìàíà è ïîñëóæèëàòîë÷êîì ê ïîÿâëåíèþ äàííîé ðàáîòû.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 254. Ñîãëàñîâàííîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðàðàñïðåäåëåíèÿ ÏóàññîíàÏóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ò.å.
P{ξ = t|λ∗} = Pot

(λ∗) =
(λ∗)te−λ∗

t!
, t = 0, 1, ...,ãäå λ∗ - íåèçâåñòíàÿ, íî �èêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòüèíòåðâàëüíóþ îöåíêó. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pot

(λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-ðûâíîé è ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî λ = 0.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ïðè λ∗ = λ åñòü
P{ξ ≤ t|λ} =

t∑

t=0

λie−λ

i!
= X2(2λ, 2t + 2), t = 0, 1, ...,ãäå X2(x, n) èíòåðâàë âåðîÿòíîñòåé χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Òàêèì îáðàçîì [2℄,

Pot
(λ) = X2(2λ, 2t + 2) − X2(2λ, 2t).Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n ýëåìåíòàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíà âûáîðêà

x = (x1, . . . , xn) çíà÷åíèé ξ. Îáîçíà÷èì m =
n∑

i=1

xi. Âåëè÷èíà m ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîéñòàòèñòèêîé ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
P{m ≤ t|n, λ} =

t∑

i=0

(nλ)i

i!
e−nλ, t = 0, 1, . . . .Îáîçíà÷èì d = max{x1, . . . , xn} è ïóñòü r0, . . . , rd- (àáñîëþòíûå) ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ÷èñåë 0, 1, . . . , d â âûáîðêå x. Òîãäà �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(λ, x) âåëè÷èíû ξ çà-ïèøåòñÿ êàê

L(λ, x) =
d∏

i=0

(
λi

i!
e−λ

)ri

∝ λm exp(−λn) = λ(m+1)−1 exp(−λn). (10)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì L(λ, x) ïî λ äîñòèãàåòñÿ íà çíà÷åíèè x̄ = m/n, ò.å.ÌÏ-îöåíêà äëÿ λ åñòü
λ̂L = x̄ =

m

n
.Äàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé. Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà√

n/λ(x̄ − λ) àñèìïòîòè÷åñêè èìååò íîðìàëüíîå ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå. 77ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n ïðèáëåæåííûå ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìèíåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



26 Ñ. È. �óðîâÂ ñèëó äèñêðåòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ,â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà íåéìàíîâñêèåäîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû J = (λ−, λ+) ñ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ η = 2P −1 íàêðû-âàþùèå çíà÷åíèå λ∗ îïðåäåëÿþòñÿ [2℄ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:
{

X2(2nλ−, 2m) = P,

X2(2nλ+, 2m + 2) = 1 − P.
(11)Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñîãëàñîâàííîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ λ∗. Èç (10)ñëåäóåò, ÷òî {g(λ|γ), γ ∈ Γc} åñòü ïîäêëàññ Γ-ðàñïðåäåëåíèé Gλ(a, b) ñ ïëîòíîñòÿìè

g(λ|a, b) =
ba

Γ(a)
λa−1 exp(−λb) = gλ(a, b), λ > 0, γ = (a, b) ∈ Γc = R≥1 × R≥0.Â îáùåì ñëó÷àå Γ-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî ïðè ïðîèçâîëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõïàðàìåòðàõ �îðìû a è ìàñøòàáà b, åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå µG è äèñïåðñèÿ

σ2
G ñóòü

µG =
a

b
, σ2

G =
a

b2
.�àíåå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ðàâîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íå åñòü êàêîå-ëèáî Γ-ðàñïðåäåëåíèå, íî ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå ïðè a = 1 è b → 0.Â íàøåé çàäà÷å ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò

h(λ|x, a, b) = gλ(m + a, n + b), (12)è áåéåñîâñêàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà λ̂B ïàðàìåòðà λ åñòü
λ̂B = µH =

m + a

n + b
.Èç (10), (11) (12) ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöû ñîãëàñîâàííîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

Jc(η) = (λ−, λ+) ñ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ η = (P + 1)/2(0.5 ≤ P < 1) íàõîäÿòñÿ êàêðåøåíèå óðàâíåíèé
{

X2(2(n + b)λ−, 2(m + a − 1)) = P,

X2(2(n + b)λ+, 2(m + a)) = 1 − P,
(13)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè (ÏÑ2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(λ+ − λ−) → max,
m

n
=

m + a

n + b
= p̂, 1 ≤ a, 0 ≤ b, (14)ãäå λ+èλ− -ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (13)).�àâåíñòâî ÷àñòîòíîé è áåéåñîâñêîé îöåíîê ñðàçó äàåò a = bm/n. Óñëîâèå a ≥ 1âëå÷åò m 6= 0, ÷òî îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè χc ìåòîäà ñîãëàñîâàííîãî îöå-íèâàíèÿ. Äàëåå, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (λ+ − λ−) → max ðàâíîñèëüíî ìàê-ñèìèçàöèè äèñïåðñèè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òîðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (14) åñòü

a = 1, b =
n

m
,¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 27è ãðàíèöû ñîãëàñîâàííîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ
η = 2P − 1 áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèé

{
X2(2(n + n/m)λ−, 2m) = P,

X2(2(n + n/m)λ+, 2m + 2) = 1 − P.
(15)Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî äëèíû ñîãëàñîâàííûõ èíòåðâàëîâ áóäóò íà 100%/(m + 1)ìåíüøå ñîîòâåòñòâåííûõ áåéåñîâñêèõ.Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èíòåðâàëû ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòóëà-òà Äæå��ðåéñà (â ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ θ àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèåñëåäóåò ïðèíÿòü ïðîïîðöèîíàëüíûì dθ/θ) ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèì [12℄.Ïóñòü ïîëó÷åíî m 6= 0. Ñðàâíèì ïîëó÷åííîå íàìè b ñ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîá-íûì â ïðåäïîëîæåíèè a = 1. Íàéäåì ÌÏ-îöåíêó ïàðàìåòðà b ðàñïðåäåëåíèÿ Gλ(1, b)ïðè ïîëó÷åííîì çíà÷åíèè λ = m/n.Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåòèìåòü âèä

L(b, x) = b exp
(
−m

n

)
b.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî å¼ ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

b̂ =
n

m
= b,ò.å. ñîãëàñîâàííàÿ îöåíêà äëÿ b ñîâïàäàåò ñ å¼ ÌÏ- îöåíêîé â óñëîâèÿõ ñäåëàííîãîïðåäïîëîæåíèÿ.5. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì çàäà÷ó äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìàòåìàòè÷åêîãî îæèäàíèÿ µ = θíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(µ, σ) ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2.Çàäàäèìñÿ êîý��èöèåíòîì äîâåðèÿ η è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàòîì n íàáëþ-äåíèé çà âåëè÷èíîé ξ ∼ N(µ, σ) ÿâëÿåòñÿ âûáîðêà x = (x1, . . . , xn). Âûáîðî÷íîåñðåäíåå x̄ åñòü (1/n)

n∑
i=1

xi è, êàê èçâåñòíî,µ̂L = x̄.Êëàññè÷åñêèå ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íàõîäÿò, îñíîâûâàÿñü íàòîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå x̄ åñòü N(µ, σ/
√

n),è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(x̄ − µ)

√
n/σ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1), ñâîáîäíîå (íåçà-âèñèìîå) îò ïàðàìåòðà µ. Â ñèëó ýòîãî, èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ µåñòü

(x̄ − σ√
n

tη, x̄ +
σ√
n

tη),ãäå tη � êâàíòèëü óðîâíÿ (η +1)/2 ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèìîáðàçîì, ïðè äàííîì η äëèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿçíà÷åíèåì ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ/
√

n íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿâûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



28 Ñ. È. �óðîâÍàéäåì òåïåðü àíàëîãè÷íûé ñîãëàñîâàííûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë. Ôóíêöèåéïðàâäîïîäîáèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì x áóäåò
L(θ, x) =

(
1√
2Πσ

)n

exp[− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − θ)2] ∝ exp[− n

2σ2
(θ − x̄)2].Â ñèëó ýòîãî

g(θ|a, b) ∝ exp
[
− a

2σ2
(θ − b)2

]
, γ = (a, b) ∈ Γc = R≥0 × R(ñëó÷àé a = 0 ñîîòâåòñòâóåò çäåñü ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ).Ïî (2) èìååì

h(θ|x, a, b) ∝ exp

[
−n + a

2σ2
(θ − m)2

]
, ãäåm =

nx̄ + ab

n + aÒàêèì îáðàçîì, h = N(m,σ/
√

n + a).Â ñîîòâåòñòâèå ñ (ÏÑ2) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
µ̂B = m =

nx̄ + ab

n + a
= x̄Â òî æå âðåìÿ ïîíÿòíî, ÷òî òðåáîâàíèå |J(x, η, γ)| → max îçíà÷àåò ìàêñèìàëèçàöèþäèñïåðñèè ïëîòíîñòè h, èëè a → min. Îòñþäà a = 0, âûøåïðåâåäåííîå ðàâåíñòâîâûïîëíÿåòñÿ, ïëîòíîñòü àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ h ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, à ñîãëàñîâàííûé èíòåðâàë � ñ êëàññè÷åñêèì.Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

L(a, b|x) = exp
[
− a

2σ2
(x̄ − b2)

]
, a ≥ 0,è â = 0 ÿâëÿåòñÿ ÌÏ-îöåíêîé ïàðàìåòðà a.Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è â äâóõ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ èíòåðâàëü-íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (σ ïðè èçâåñòíîì µ è íåèç-âåñòíûõ σ è µ) ñîãëàñîâàííûå èíòåðâàëû ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè òðàäèöèîííî.Âèäèìî â ñèëó ýòèõ ïî÷òè î÷åâèäíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðñïåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãîïðèíöèïà ñîãëàñîâàííîñòè íå áûëà çàìå÷åíà ðàíåå.Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïðèíöèïà ñî-ãëàñîâàííîñè ê çàäà÷å èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ. Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è îñíî-âàííûé íà íåì ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí î÷åð-÷èâàþò íîâûé ý��åêòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷. Ýòî ÿâëÿåòÿîñíîâíûì âûâîäîì äàííîé ñòàòüè.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2 2003



Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè è áåéåñîâñêîå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå 29Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè â òðåõ ðàñìîòðåííûõ íàìè ñëó÷àÿõ áèíîìèàëüíîé,ïóàññîíîâñêîé è íîðìàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ â êà÷åñòâå àïðèîðíîé íåâåðî-ÿòíîñòíîé ìåðû âçÿòü, êàê â ïîäõîäå �. Äæå�ðåéñà, ìåðó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ êîëè-÷åñòâó èí�îðìàöèè I(θ), òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëó÷åííîãî àïîñòåðèîðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ ÌÏ-îöåíêîé ïàðàìåòðà θ. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêà-çàíî, ÷òî (âîçìîæíî, ïðè ïðèíÿòèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ åñòåñòâåííûõ ïðåä-ëîæåíèé) çíà÷åíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïîïðåäëàãàåìîìó ïðèíöèïó ñîãëàñîâàííîñòè, ñîâïàäàþò èëè ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ ìàêñè-ìàëüíî ïðàâäîïîäîáíûìè.Ïåðñïåêòèâíûì äàëüíåéøèì èññëåäîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âñåõèçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ.Àâòîð ïðèçíàòåëåí Þ.È. Æóðàâëåâó çà íåèçìåííóþ ïîääåðæêó è Â.Å. Áåíèíãóçà öåííûå êîíñóëüòàöè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áåëÿåâ Þ.Ê., Íîñêî Â.Ï. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è çàäà÷è ìòåìàòè÷åñêîé ñòàòñòèêè: Ó÷åá.ïîñîáèå.� Ì.:Èçä�âî Ì�Ó, ×å�î, 1998. � 192 ñ.2. Áîëüøåâ Ë.Í., Ñìèðíîâ Í.Â. Òàáëèöûìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. � Ì.: Íàóêà, 1983. �416 ñ.3. Áîñòàíæèÿí Â.À. Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè. � Ì.:Íàóêà, 1971. � 160ñ.4. Âîëîäèí È.Í. Áåéåñîâñêèé ïîäõîä // Âåðîÿòíîñòü è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà: Ýíöèêëîïåäèÿ.� Ì.:Áîëüøàÿ �îññèéñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, 1999.� Ñ.38.5. �óðîâ Ñ.È. Îöåíêà íàäåæíîñòè êëàññè�èöèðóþèõ àëãîðèòìîâ. � Ì.:Èçäàòåëüñêèé îòäåë ��òàÂÌèÊ Ì�Ó, 2002. � 44ñ.6. �óðîâ Ñ.È. Êàê îöåíèòü íàäåæíîñòü àëãîðèòìîâ êëàñè�èêàöèé. II. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè //Òàâðè÷åñêèé Âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè, Âûï. 2, 2003.� Ñèì�åðîïîëü:ÊÍÖ ÍÀÍÓêðàèíà. � Ñ.4�15.7. �óðîâ Ñ.È.,Óòêèíà Î.Ô. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíîâàíèÿ ñ âîññòàíîâëåíèåìåãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ // "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíîâàíèÿ îáðàçîâ"(ÌÌ�Î�11). Äîêëàäû XI Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè.�Ì.:ÂÖ �ÀÍ, 2003(â ïå÷àòè).8. �óðîâ Ñ.È. Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ êîíêðåòèçàöèè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî ïðè-ìåíåíèå ê çàäà÷å äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ // Spetral and Evolution Problems: Proeedingof the 14th Crimean Autumn Mathematial Shool � Symposium. Vol.14. � Simferopol: CrimeanSienti� Center of Ukrainean National Aademy of Saines.2004( â ïå÷àòè).9. Äâàéò �.Á. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå �îðìóëû. � Ì.: Íàóêà, 1973. � 228ñ.10. Çàêñ Ë. Ñòàòèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèå. � Ì.: Ñòàòèñòèêà, 1976. � 560 ñ.11. Êåíäàë Ì., Ñòþàðò À. Òåîðèÿ ðàñïðåäåëåíèé. � Ì.: Íàóêà, 1966.12. Êåíäàë Ì., Ñòþàðò À. Ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû è ñâÿçè. � Ì.: Íàóêà, 1973.13. Êëèìîâ �.Ï. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. � Ì.: Èçä. Ìîñê. óí�òà, 1983.� 318 ñ.14. Ëåìàí Ý. Òåîðèÿ òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1991. � 448 ñ.15. Óèëêñ Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. � Ì.: Íàóêà, 1967. � 632 ñ.16. Je�reys H. (1961) Theory of Probability, Oxford University Press.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �2 2003


