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Abstract.
In the paper, some initial-boundary value problem of mathematical physio is considered. The problem

generates interim transmission problem that was investigated earlier. Time derivative into the equation,
and the fixed complex parameter enters into the boundary condition. The purpose of the work is to show
application of the operator method for studying of this initial-boundary value problem.

1. Постановка задачи

Будем считать, что Ω ⊂ Rm — односвязная ограниченная область с липшицевой
границей Γ := ∂Ω. Для функции u = u(t, x), x = x(x1, . . . , xm) ∈ Ω, t > 0, рассмотрим
следующую начально-краевую задачу

∂u

∂t
+ u−∆u = f(t, x) (в Ω), (1)

∂u

∂n
= µu+ ϕ(t, x) (на Γ), u(0, x) = u0(x); (2)

здесь f(t, x) и ϕ(t, x) — заданные функции в области Ω и на Γ соответственно, µ –
заданное комплексное число, а u(t, x) — искомая функция.

Задача (1)-(2) порождает внутреннюю задачу сопряжения, если положить
f(t, x) ≡ 0, ϕ(t, x) ≡ 0 и искать решение в виде

u(t, x) = eλtu(x), λ ∈ C. (3)

Тогда для амплитудных функций u(x) приходим к задаче, которая изучалась в [1]-
[4].

2. Исследование задачи

Если в (1)-(2) µ ∈ R, то эта задача приводится к стандартному уравнению пара-
болического типа в гильбертовом пространстве L2(Ω). При µ ∈ C применим тот же
операторный подход, который использовался в [4].

В статье будут использоваться следующие обозначения скалярных произведе-
ний: (·, ·)Ω для L2(Ω) и (·, ·)0 для L2(Γ). Будем считать, что искомая функция
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u(t, x) есть функция переменной t со значениями в гильбертовом пространстве
H1(Ω) := W 1

2 (Ω) ⊂ H := L2(Ω) со скалярным произведением

(ξ, ψ)1,Ω =

∫
Ω

[ξψ +∇ξ · ∇ψ]dΩ.

В связи с этим далее ∂/∂t заменим на d/dt. Представим решение u(t) в виде суммы
u(t) = v(t) + w(t), где v(t) и w(t) решения следующих вспомогательных краевых
задач.

Первая вспомогательная задача:

Av := v −∆v = f̂ := f − du

dt
(в Ω),

∂v

∂n
= 0 (на Γ). (4)

Вторая вспомогательная задача:

w −∆w = 0 (в Ω),
∂w

∂n
= ψ̂ := µu+ ϕ (на Γ). (5)

Введём оснащения гильбертовых пространств L2(Ω) и L2(Γ):

H1 ⊂ H = L2(Ω) ⊂ (H1)∗, H1/2(Γ) ⊂ L2(Γ) ⊂ (H1/2(Γ))∗. (6)

Тогда при v ∈ H1 линейный ограниченный функционал l(v) := (v, ϕ)Ω, ϕ ∈ H,
расширяется по непрерывности на элементы ϕ ∈ (H1)∗. Этот функционал будем
обозначать следующим образом

l̃(v) := 〈v, ϕ〉Ω, v ∈ H1, ϕ ∈ (H1)∗, (7)

причем имеет место равенство

|〈v, ϕ〉Ω| 6 ||v||1,Ω · ||ϕ||(H1)∗ . (8)

Аналогичные факты справедливы и для второй тройки пространств в (6): взамен
функционала (ϕ, ψ)0 приходим к функционалу 〈ϕ, ψ〉0 с оценкой

|〈ϕ, ψ〉0| 6 ||ϕ||H1/2(Γ) · ||ψ||(H1/2(Γ))∗ . (9)

Определение 1. Элемент v ∈ H1 называется обобщенным решением первой вспо-
могательной задачи, если

(η, v)1,Ω = 〈η, f̂〉Ω, ∀η ∈ H1. (10)

Определение 2. Элемент w ∈ H1 называется обобщенным решением второй вспо-
могательной задачи, если

(η, w)1,Ω = 〈γη, ψ̂〉0, γη = η |Γ, ∀η ∈ H1. (11)
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Первая и вторая вспомогательные задачи хорошо известны и подробно разобраны,
в частности, в [4]. Решение задачи (4) даётся формулой

v = A−1

(
f − du

dt

)
, (12)

а задача (5) — формулой
w = T (µγu+ ϕ). (13)

Таким образом, формальные преобразования задачи (1)-(2) приводят к следующей
системе уравнений и начальному условию:

u(t) = v(t) + w(t),
du

dt
+ Av = f(t), (14)

w(t) = µTγu(t) + Tϕ(t), u(0) = u0, (15)

где A и T — операторы краевых задач (4) и (5) соответственно. Напомним свойства
операторов A и T .

1) оператор A положительно определён и самосопряжен в пространстве H на
области определения

D(A) :=

{
u ∈ H1 : ∆u ∈ H, ∂u

∂n
= 0 (на Γ)

}
;

2) оператор A имеет дискретный спектр {λk(A)}∞k=1, состоящий из конечнократ-
ных положительных собственных значений λk(A) с предельной точкой +∞ и
асимптотическим поведением

λk(A) = (cA)−2/3k2/3[1 + o(1)] (k →∞), cA =
mes Ω

6π2
, Ω ∈ R3; (16)

3) оператор A−1 положителен и компактен

0 < A−1 ∈ S(H);

4) энергетическое пространство HA оператора A совпадает с D(A1/2) и соответ-
ствующие нормы также совпадают

||u||2A = ||u||21,Ω =

∫
Ω

[
|u|2 + |∇u|2

]
dΩ;

5) оператор T ограничено действует из (H1/2(Γ))∗ в H1 и справедливо тождество

(η, Tψ)1,Ω = 〈γη, ψ〉0, ∀η ∈ H1, ∀ψ ∈ (H1/2(Γ))∗. (17)

В системе уравнений (14), (15) исключим искомые функции u(t) и w(t) и получим
дифференциальное уравнение для v(t). Из уравнения (15) с учетом первого уравне-
ния (14) получим

(I − µTγ)ω = µTγv + Tϕ. (18)
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Лемма 1. Оператор Tγ : H1 → H1 имеет представление

Tγ = A−1/2(A−1/2T )(γA−1/2)A−1/2 =: A−1/2Q∗QA−1/2 =: F, (19)

и поэтому является неотрицательным компактным оператором с ядром

kerF = ker (Tγ) =
0

HA := {u ∈ H1(Ω) : γu = 0}. (20)

Далее будем предполагать, что число µ невещественное либо принимает неисклю-
чительные вещественные значения, т.е.

µ 6= λ−1
k (F ), k = 1, 2, . . . , (21)

где {λk(F )}∞k=1 – последовательность положительных собственных значений операто-
ра F (с предельной точкой λ = 0). Тогда (по лемме 1 оператор I − µTγ ограниченно
обратим и из (18) имеем

w = (I − µTγ)−1(µTγv + Tϕ). (22)

Опираясь на это представление и на первую формулу (14), исключим во второй
формуле (14) w(t) (путём дифференцирования (22) по t); это дает уравнение для
v(t), которое, как легко проверить, имеет вид

(I − µTγ)−1dv

dt
+ Av = f(t)− (I − µTγ)−1T

dϕ

dt
. (23)

Применяя слева оператор (I − µTγ), приходим к задаче Коши
dv

dt
+ (I − µTγ)Av = (I − µTγ)f(t)− T dϕ

dt
, (24)

v(0) = u0 − w(0) = (I − µTγ)u0 − Tϕ(0), (25)

для дифференциального уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве
H1(Ω), где искомой является функция v(t) со значениями в H1, а заданными —
функции f(t) со значениями в H1 и ϕ(t) со значениями в L2(Γ).

Преобразуем задачу (24), (25) к эквивалентной форме, введя замену искомой
функции по закону

v(t) = A1/2η(t), (26)

где η(t) – функция со значениями в гильбертовом пространстве H. Тогда, действуя
слева ограниченным оператором A1/2 : H1 → H, приходим к задаче Коши

dη

dt
+ (I − µB)Aη = (I − µB)A1/2f(t)−Q∗dϕ

dt
, (27)

B := Q∗Q, η(0) = (I − µB)A1/2u0 −Q∗ϕ(0), (28)

для функции η(t). Здесь Q и Q∗ – компактные операторы, введенные ранее в (19).
Спектр B совпадает со спектром оператора F и потому B – компактный неотрица-
тельный оператор, действующий в H.
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Определение 3. Назовем функцию η(t) со значениями в H сильным реше-
нием Задачи Коши (27), (28) на отрезке [0, τ ], если η(t) ∈ D(A) при любом
t ∈ [0, τ ], Aη(t) ∈ C([0, τ ];H), η(t) ∈ C1([0, τ ];H) и выполнено уравнение (27),
а также начальное условие (28).

Аналогичным образом введем определение сильного решения v(t) со значениями
в H1 на отрезке [0, τ ] для задачи (24), (25).

Теорема 1. Если выполнено условие (21), а также условия

f(t) ∈ Cα([0, τ ];D(A1/2) = H1(Ω)), α > 0,

ϕ(t) ∈ C1+α([0, τ ]; (H1/2(Γ))∗),

(I − µB)A1/2u0 −Q∗ϕ(0) ∈ D(A) ⊂ H = L2(Ω),

(29)

то задача Коши (27), (28) имеет единственное сильное решение η(t) на отрезке
[0, τ ], а задача (24), (25) также имеет единственное сильное решение v(t) на от-
резке [0, τ ] (в смысле введенных определений).

Доказательство. Так как оператор B в (24) компактен, а оператор A – неогра-
ниченный самосопряженный положительно определенный оператор, то оператор
−(I−µB)A является генератором аналитической полугруппы U(t). Далее, из первого
условия (29) следует, что

(I − µB)A1/2f(t) ∈ Cα([0, τ ];H),

а из второго условия (29) и того факта, что оператор Q∗ : (H1/2(Γ))∗ → H является
ограниченным, следует, что

Q∗
dϕ

dt
∈ Cα([0, τ ];H).

Поэтому правая часть в (27) является элементом из этого пространства:

(I − µB)A1/2f(t)−Q∗dϕ
dt
∈ Cα([0, τ ];H), α > 0. (30)

Далее, если при t = 0 начальные элементы u0 и ϕ(0) согласованы таким обра-
зом, что выполнено последнее условие (29), то η(0) ∈ D(A) (см. (28)). Поэтому по
известной теореме о сильной разрешимости задачи Коши для дифференциального
уравнения первого порядка с операторным коэффициентом, являющимся генерато-
ром аналитической полугруппы (см. например, [5]. А также [6], приходим к выводу,
что задача Коши (27), (28) имеет единственное сильное решение η(t) на отрезке [0, τ ]

со значениями в H.
Доказательство второго утверждения теоремы при условиях (29) совершенно та-

кое же, но оно проводится в пространстве HA = H1.
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Будем теперь считать, что выполнены условия (29) и потому каждая из за-
дач (27), (28) и (24), (25) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, τ ]. Вер-
немся от задачи (24), (25) к исходной задаче (1), (2) и определим, в каком смысле
выполняются уравнение и граничное условие исходной задачи.

Так как D(A1/2) = H1, то решение v(t) задачи (24), (25) обладает свойством

v(t) ∈ C([0, τ ];D(A3/2))
⋂

C1([0, τ ];D(A1/2)). (31)

При этом все слагаемые в уравнении (24) являются непрерывными функциями t

со значениями в D(A1/2). Отсюда следует, что имеет место уравнение (23), которое
можно переписать в виде

(I + µTγ(I − µTγ)−1)
dv

dt
+ Av = f(t)− (I − µTγ)−1T

dϕ

dt
, (32)

где снова все слагаемые – элементы из C([0, τ ];D(A1/2)).

Введем в (32) функцию w(t), полагая
dw

dt
= µTγ(I − µTγ)−1dv

dt
+ (I − µTγ)−1T

dϕ

dt
, w(0) = µTγu0 + Tϕ(0).

Тогда очевидно, что w(t) выражается формулой (22), и, кроме того,

w(t) ∈ C1([0, τ ];D(A1/2)). (33)

Из (22) следует, что справедливо соотношение (18), где снова все слагаемые – эле-
менты из C1([0, τ ];D(A1/2)).

Введем теперь функцию u(t) согласно первой формуле (14). Тогда из (18) получа-
ем, что справедлива формула (15), где все слагаемые – элементы из C1([0, τ ];D(A1/2)).
После проведенных замен уравнение (32) принимает вид второго уравнения (14).
Таким образом, установлено, что для сильного решения задачи (24), (25) спра-
ведливы уравнения (14), (15), где каждое слагаемое принадлежит пространству
C1([0, τ ];D(A1/2)).

Определение 4. Будем говорить, что задача (1), (2) имеет сильное решение u(t) на
отрезке [0, τ ] со значениями в H1, если выполнены следующие условия:

а) функция u(t) представляется в виде суммы u(t) = v(t) + w(t), где v(t) обла-
дает свойствами (31), w(t) – свойством (33) и для этих функций при любом
t ∈ [0, τ ] справедливы соотношения (14), где слагаемые являются элементами
из C1([0, τ ];D(A1/2)) = H1 (для первого уравнения (14) и уравнения (15)) и из
C([0, τ ];D(A1/2)) (для второго уравнения (14));

б) выполнено начальное условие (15).

Итогом рассмотрения задачи (1), (2) является следующее утверждение.

Теорема 2. Если выполнены условия (21), (29), то задача (1), (2) имеет единствен-
ное сильное решение на отрезке [0, τ ] со значениями в H1(Ω). Для этого решения
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выполнено уравнение (1), где все слагаемые являются элементами из C([0, τ ];H1), а
также граничное условие (2) где все слагаемые – элементы из C1([0, τ ]; (H1/2(Γ))∗).

Доказательство. Утверждение первой части теоремы уже проведено выше. За-
метим только, что для выполнения последнего условия (29) необходимо, чтобы
u0 ∈ D(A1/2, ϕ(0) ∈ (H1/2(Γ))∗.

Далее, в силу определений обобщенных решений задач (4), (5) (см. также (10), (11)
из соотношений (14), (15) имеем тождества

(η, v)1,Ω = 〈η, f − du

dt
〉Ω, u = v + w, (η, w)1,Ω = 〈γη, µγu+ ϕ〉0, ∀η ∈ H1. (34)

Складывая левые и правые части и учитывая второе равенство (34), получим(
η,
du

dt

)
Ω

+ (η, u)1,Ω = (η, f)Ω + 〈γη, µγu+ ϕ〉0, (35)

где с учетом доказанных свойств элементов из (14), (15) функционалы заменены
скалярными произведениями.

Заметим теперь, что при любом t ∈ [0, τ ] функция w(t) принадлежит подпростран-
ству

U = {w ∈ HA : w = Tψ, ∀ψ ∈ (H1/2(Γ))∗} ⊂ H1, (36)

и потому для ее элементов ∆w = w ∈ H1. Тогда с учетом свойства (31) получаем,
что ∆u = ∆w + ∆v ∈ H1, поэтому для элементов η из H1 и u имеет место формула
Грина

(η, u−∆u)Ω = (η, u)1,Ω −
〈
γη,

∂u

∂n

〉
0

, ∀η ∈ H1, (37)

где снова вместо функционала стоит скалярное произведение в L2(Ω).
Из (35), (37) следует, что(

η,
du

dt
+ u−∆u− f

)
Ω

+

〈
γη,

∂u

∂n
− (µγu+ ϕ)

〉
0

= 0, (38)

откуда в силу произвольности η ∈ H1 следует уравнение (1) со значениями элементов
из H1 и граничное условие (2) со значениями элементов из (H1/2(Γ))∗.

Заметим еще, что в силу доказанных свойств функции u(t) все слагаемые в (1)
являются непрерывными функциями t, а в граничном условии (2) – непрерывно
дифференцируемыми.

Заключение

В работе исследована начально-краевая задача математической физики с пер-
вой производной по времени в уравнении и комплексным параметром в граничном
условии. Сформулирована и доказана теорема о существовании и единственности
сильного решения.
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