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In this paper the enlargeability of the graphs generated by next levels on n-dimensional 3-valued
lattice En

3 was proven.

Введение

Для получения асимптотики числа антицепей в частичных порядках ставится
проблема доказательства унимодальности частично упорядоченного множества. За-
дача о числе антицепей в n-мерном единичном кубе, называемая также проблемой
Дедекинда, была решена А.Д. Коршуновым (см. [3]) в 1977 г. В 1987 г. А.А. Сапожен-
ко получил асимптотику числа антицепей в унимодальных частично упорядоченных
множествах (см., например, [4]- [6]), из которой вытекает и решение проблемы Деде-
кинда. Анализ последних достижений и публикаций позволяет сделать вывод, что
нерешенными вопросами являются, например вопросы об унимодальности k-значной
n-мерной решетки. Целью данной работы является решение этих вопросов. Свойство
унимодальности частично упорядоченного множества основано на расширительно-
сти графа, порожденного парой соседних слоев множества. Расширительность со-
стоит в том, что мощность границы подмножества вершин больше мощности самого
подмножества (см. определение ниже).

В данной работе доказывается расширительность графа, порожденного парой со-
седних слоев множества En

3 .
Будем рассматривать множество En

3 всех наборов вида (α1, ..., αn), где αi ∈ E3,

E3 = {0, 1, 2}, n > 2. Нормой набора α̃ ∈ En
3 называется величина ‖α̃‖ =

n∑
j=1

αj.

Подмножество множества En
3 , состоящее из всех наборов с нормой i и называемое

i-ым слоем, обозначим через F (n, i). Мощность можества F (n, i), будем обозначать
через N(n, i).

Пусть G = (X,Z;E) – двудольный граф. Границей множества A ⊆ X называется
множество

∂(A) = {v ∈ Z : ∃u ∈ A {u, v} ∈ E}.
Двудольный граф G = (X,Z;E) назовем (ε, δ)-расширителем, если

|A| 6 |∂(A)|(1 − δ) для всех A ⊆ X таких, что |∂(A)| 6 dε|Z|e. Если граф явля-
ется (1− δ)-расширителем, назовем его δ-расширителем.
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В [4] было дано определение полного (∆,æ, q, p)-раширителя. При рассмотрении
En

3 возникает необходимость обобщить это понятие. Определение, данное ниже, от-
личается от данного в [4] отсутствием одного требования. Положим

g =
æ3

log7
2 æ

, ε2 =
g

|Z|
,

δ2 =
log2

2 æ

æ
, δ1 =

log9
2 æ

æ2
.

Пусть p > 0 – действительное число. Граф G = (X,Z;E) назовем полным
(∆,æ, q, p)–расширителем, если он является δ1-расшителем, (ε2, δ2)-расширителем
и довлетворяет условиям

|X| 6 2(∆+1)æ−2 log2
2 æ, (1)

min
v∈X

σ(v) = æ, max
v∈X∪Z

σ(v) 6 æp, max
u,v∈X,v 6=u

|∂({u}) ∩ ∂({v})| 6 q, (2)

где σ(v) = |∂({u})| – степень вершины v в графе G. Основным результатом данной
работы является доказательство следующего утверждения:
Теорема 1. Пусть n достаточно велико, 0 6 i 6 n − 1 и Γn

i = (Xi, Zi;Ei) – дву-
дольный граф с долями вершин Xi = F (n, i), Zi = F (n, i + 1) и множеством ребер
Ei = {{u, v} : u ∈ Xi, v ∈ Zi, u 6 v}. Тогда Γn

i является полным (3, n− (i/2), 1, 2)-
расширителем.

1. Аналог теоремы Краскала–Катона

Пусть A – произвольное подмножество наборов i-го слоя En
3 . Набор α̃ = (α1, ..., αn)

не превосходит набор β̃ = (β1, ..., βn) (т.е. α̃ 6 β̃) тогда и только тогда, когда αi 6 βi,
для всех i, 1 6 i 6 n. Наборы α̃ и β̃ называются сравнимыми, если либо α̃ 6 β̃, либо
β̃ 6 α̃. Через ∂t(A) обозначается множество всех наборов t-го слоя En

3 , сравнимых с
наборами из A. Для 0 6 i 6 n положим ∂(A) = ∂i+1(A)

Будем использовать понятие лексикографического порядка на множестве En
3 , вве-

денное в [7], при котором набор (α1, ..., αn) предшествует набору (β1, ..., βn), если либо
α1 < β1, либо α1 = β1, ..., αi−1 < βi−1, αi < βi для которого i, 2 6 i 6 n.

Пусть A ⊆ F (n, i). Через CA обозначается множество, состоящее из |A| первых в
лексикографическом порядке, а через LA – множество из |A| последних в лесикогра-
фическом порядке элементов F (n, i). Из [7] следует
Теорема 2. Для произвольного A ⊆ F (n, i), i = 0, 1, ..., 2n, справедливо

(i) |∂i−1(A)| > |∂i−1(CA)|;
(ii) |∂i+1(A)| > |∂i+1(LA)|;
(iii) если A = CA,то ∂i−1(A) = C∂i−1(A);

(iv) если A = LA,то ∂i+1(A) = L∂i+1(A).
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Докажем некоторые вспомогательные утверждения. Обозначим множество по-
следних p векторов множества F (n, i) в лексикографическом порядке через Ln,i()p.

Лемма 1.Пусть A ⊆ F (n, i), i < n, |A| = s, t = t(n, i, s) = min{l : N(n−l, i−2l) > s}.
Пусть α̃t = (2, ..., 2, 0, ..., 0), ‖α̃t‖ = 2t. Тогда

LA ⊆ F (n, i) ∩ ∂i(α̃t). (3)

Доказательство. Пусть q = |∂i−1(α̃t)| = N(n− t, i− 2t). Поскольку s 6 q, то

Ln,i(s) ⊆ Ln,i(q).

С другой стороны,

Ln,i(q) = F (n, i) ∩ ∂i(α̃t).

Отсюда вытекает (3). Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть A ⊆ F (n, i), i < n и найдется такое r, что A 6 N(n− 2r, 2).
Тогда

|A|(n− 2r − 1) 6 3|∂(A)|. (4)

Доказательство. Пусть B = LA, α̃t = (2, ..., 2, 0, ..., 0), ‖α̃t‖ = 2r. В силу теоремы
2 имеем | ∂(a)| > | ∂(B)|, а в силу леммы 1 при |B| 6 N(r, 2)

B ⊆ F (n, i) ∩ ∂i(α̃r).

Заметим, что |∂i+1(β̃)| > n−2r−1 для всякого β̃ ∈ B, и |γ̃| 6 3 для всякого γ̃ ∈ ∂(B).
Обозначим через E(B) множество ребер в графе с долями вершин B и ∂(B). Тогда

|A|(n− 2r − 1) = |B|(n− 2r − 1) 6 |E(B)| 6 3|∂(B)| 6 3|∂(A)|.

Отсюда следует (4).

Следствие 2. Пусть A ⊆ F (n, i), i < n и найдется r такое, что ∂(A) 6 N(n−2r, 3).
Тогда выполнено неравенство (4).

Доказательство. Покажем, что |A| < N(n − 2r, 2), тогда утверждение будет вы-
текать из следствия 1. Предположим, что |A| = s > N(n − 2r, 2). Пусть B = LA и
t = N(n− 2r, 3). Тогда для всякого набора β̃ из B\Ln,i(N(n− 2r, 2))

|∂(β̃)\Ln,i(t)| > 1.

Отсюда получаем, что при i < n

|∂(A)| > |∂(B)| > N(n− 2r, 3) + 1 > N(n− 2r, 3),

что противоречит условию.
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Лемма 2. Пусть A ⊆ F (n, i), i < n, |A| = s,

t = t(n, i, s) = min{l : N(n − l − 1, i − 2l − 1) + N(n − l − 1, i − 2l − 2) > s}. Пусть
β̃t = (2, ..., 2, 1, 0, ..., 0), ‖β̃t‖ = 2t+ 1. Тогда

LA ⊆ F (n, i) ∩ ∂i(β̃t). (5)

Доказательство. Пусть q = |∂i(β̃t)| = N(n− t− 1, i− 2t− 1) +N(n− t− 1, i− 2t− 2).
Поскольку s 6 q, то

Ln, i(s) ⊆ Ln, i(q).

С другой стороны,
Ln, i(q) = F (n, i) ∩ ∂i(β̃t).

Отсюда вытекает (5). Лемма доказана.

2. Доказательство теоремы 1

Для доказательства теоремы 1 воспользуемся результатом из работы [1]:

Теорема 3. При достаточно больших n и произвольных 1 6 i 6 n существует
функция εn такая, что lim

n→∞
nεn = 0 и выполнено

N(n, i− 1)

N(n, i)
6 1− 3

4n
+ εn.

Следствие 3. При достаточно больших n и произвольных 1 6 i 6 n выполнено

N(n, i− 1)

N(n, i)
6 1− 7

10n
. (6)

Лемма 3. Пусть n достаточно велико, 0 6 i 6 n − 1 и Γn
i = (Xi, Zi;Ei) – дву-

дольный граф с долями вершин Xi = F (n, i), Zi = F (n, i + 1) и множеством ребер
Ei = {{u, v} : u ∈ Xi, v ∈ Zi, u 6 v}. Тогда Γn

i является δ1–расширителем.

Доказательство. Для произвольного множества A ⊆ F (n, i) покажем, что
|A| 6 |∂(A)|(1 − δ1). Рассмотрим наборы α̃m = (2, ..., 2, 0, ..., 0) ∈ F (n, 2m) и
β̃t = (2, ..., 2, 1, 0, ..., 0) ∈ F (n, 2t + 1). Если множество LA совпадает либо с ∂i(α̃m)

для некоторого m, 2m 6 i, либо с ∂i(β̃t) для некоторого t, 2t+ 1 6 i, то в силу лемм
1, 2 и следствия 3 справедливо (6). В противном случае возможны два варианта.

1) Найдется t, 1 6 t 6 n такое, что |∂i(α̃t)| < |A| < |∂i(β̃t−1)|. Положим
С = LA\∂i(α̃t), ∂

∗(C) = ∂(C)\∂i+1(α̃t), тогда ∂(LA) = ∂i+1(α̃t) ∪ ∂∗(C). Имеем
в силу следствия 3

|A| = |LA| = |∂i(α̃t)|+ |C| 6
(

1− 7

10(n− t)

)
|∂i+1(α̃t)|+ |C| =
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=

(
1− 7

10(n− t)
|∂i+1(α̃t)|

|∂i+1(α̃t)|+ |C|

)
(|∂i+1(α̃t)|+ |C|).

Поскольку |∂i(β̃t−1)\∂i(α̃t)| = |∂i(β̃t−1)| − |∂i(α̃t)| = N(n − t, i − 2t + 1), то,
|C| < N(n − t, i − 2t + 1) = |∂i+1(α̃t)|. Из [2] следует, что |C| 6 |∂∗(C)|, с
учетом этого и теоремы 2 получаем

|A| <
(

1− 7

10(n− t)

)
(N(n− t, i− 2t+ 1) + |C|) 6

6

(
1− 7

10(n− t)

)
(N(n− t, i− 2t+ 1) + |∂∗(C)|) =

=

(
1− 7

10(n− t)

)
|∂(LA)| 6 (1− δ1)|∂(A)|.

2) Найдется t, 0 6 t 6 n − 1 такое, что |∂i(β̃t)| < |A| < |∂i(α̃t)|. Положим
|C| = LA \ ∂i(β̃t), ∂∗(C) = ∂(C) \ ∂i+1(β̃t), тогда ∂(LA) = ∂i+1(β̃t) ∪ ∂∗(C).
Имеем в силу следствия 3

|A| = |LA| = |∂i(β̃t)|+ |C| 6
(

1− 7

10(n− t− 1)

)
|∂i+1(β̃t)|+ |C| =

=

(
1− 7

10(n− t− 1)

)
(N(n− t− 1, i− 2t) +N(n− t− 1, i− 2t+ 1)) + |C| =

=

(
1− 7

10(n− t− 1)

)
N(n− t− 1, i− 2t+ 1)+

+

(
1− 7

10(n− t− 1)
)

N(n− t− 1, i− 2t)

N(n− t− 1, i− 2t+ |C|

)
(N(n− t− 1, i− 2t) + |C|) .

Поскольку |∂i(α̃t)\∂i(β̃t)| = |∂i(α̃t)| − |∂i(β̃t)| = N(n − t − 1, i − 2t), то,
|C| < N(n − t − 1, i − 2t).Из [2] следует, что |C| 6 |∂∗(C)|, с учетом этого и
теоремы 2 получаем

|A| =
(

1− 7

10(n− t− 1)

)
N(n−t−1, i−2t+1)+

(
1− 7

20(n− t− 1)

)
(N(n− t− 1, i− 2t) + |C|) 6

6

(
1− 7

10(n− t− 1)

)
N(n−t−1, i−2t+1)+

(
1− 7

20(n− t− 1)

)
(N(n− t− 1, i− 2t) + |∂∗(C)|) 6

6

(
1− 7

20(n− t− 1)

)
|∂(LA)| 6 (1− δ1)|∂(A)|.
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Лемма доказана полностью.

Доказательство (теоремы 1). Положим æ = n− (i/2), g = æ3/ log7
2 æ, ε2 = g/|Z|,

δ2 = (log2
2 æ)/æ, δ1 = (log9

2 æ)/æ2. При достаточно больших n имеем

N(n−(i/2)+2, 3) =

(
n− (i/2) + 2

3

)
+

(
n− (i/2) + 2

1

)(
n− (i/2) + 2

1

)
>

(n− (i/2))3

6
> g2.

Из следствия 2 при r = bi/4c − 1 вытекает, что для всякого A ⊆ X такого, что
|∂(A)| = g 6 g2 выполнено неравенство

|A| 6 |∂(A)| 3

n− (i/2) + 1
6 |∂(A)|(1− δ2).

Следовательно, граф Γn
i является (ε2, δ2) – расширителем.

Далее из леммы 3 следует, что граф Γn
i является δ1 – расширителем.

Проверим выполнение условий (1) и (2). Из [1] следует, что при 0 6 i > n спра-
ведливо

N(n, i) 6 N(n, n) 6
3n

√
n
6 24(n−i/2)−2 log2

2(n−i/2),

следовательно, (1) выполняется при 4 = 3. При 0 6 i > n имеем

min
v∈F (n,i)

σ(v) = n− (i/2) = æ, max
v∈F (n,i)∪F (n,i+1)

σ(v) = n 6 æ2,

max
u,v∈F (n,i),v 6=u

|∂(u) ∩ ∂(v)| 6 1,

следовательно, (2) выполняется при p = 2 и q = 1.

Таким образом, граф Γn
i является полным (3, n− (i/2), 1, 2) – расширителем.

Теорема 1 доказана.
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Заключение

Из метода доказательства теоремы 1 можно сделать вывод, что k–значная n–
мерная решетка является расширителем при любом k � 3. Это и послужит пред-
метом для дальнейших исследований. Свойство расширительности позволяет вос-
пользоваться методом граничных функционалов (см. [4]– [6]) для нахождения числа
антицепей в описанных решетках.
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