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Abstract
In the work a spectral problem for a two-parametrical operator pencil L(λ, µ) := I +λA−µB, acting

in a separable Hilbert space H, with operator factors A, B, 0 < A ∈ S∞, 0 6 B ∈ S∞, and λ, µ ∈ R
is studied. There are considered cases when one parameter is �xed and the second is spectral. The given
problem arises in studying of transmition problems on the base of the operator approach using auxiliary
operators for elliptic boundary problems. This problem for a case λ, µ ∈ C \ R has been investigated
earlier by the author. The purpose of the given work is to study the case of real values of parameteres.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1. Ê èñòîðèè âîïðîñà. Ïóñòü Ω+BRm(m > 2) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω, à Ω− = RmΩ+. Ê çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ äëÿ

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è [1],[2]:

−∆u+ + λu+ = 0 (â Ω+),
∂u+

∂n
= µu+ (íà ∂Ω); (1)

−∆u− + λu− = 0 (â Ω−),
∂u−
∂n

= −µu− (íà ∂Ω); (2)

−∆u± + λu± = 0 (â Ω±),
∂u+

∂n
− ∂u−

∂n
= µu+, u+ = u− (íà ∂Ω); (3)

−∆u± + λu± = 0 (â Ω±),
∂u+

∂n
=

∂u−
∂n

= µ(u+ − u−) (íà ∂Ω); (4)

Çäåñü â çàäà÷àõ (1)-(4) äëÿ ôóíêöèè u−(x), çàäàííîé â áåçãðàíè÷íîé îáëàñòè Ω−,

äîïîëíèòåëüíî òðåáóþò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Çàäà÷è âèäà (1)-(4) êàê â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, òàê è â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåìàõ òåîðèè óïðóãîñòè è äðóãèõ, èññëåäîâàëèñü â áîëüøîé

ñåðèè ðàáîò Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷à, åãî ó÷åíèêîâ è ñîàâòîðîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ èçó÷åíèÿ

çàäà÷ ïîäîáíîãî ðîäà � ýòî ñâåäåíèå êàæäîé ïðîáëåìû ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ

(îïåðàòîðíûõ) óðàâíåíèé, çàäàííûõ íà ∂Ω. Ïðè ýòîì µ ∈ C ñ÷èòàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì

ïàðàìåòðîì, à λ ∈ C � ôèêñèðîâàííûì. Èçó÷àëèñü çàäà÷è â ãëàäêèõ è íåãëàäêèõ

(ëèïøèöåâûõ) îáëàñòÿõ Ω = Ω+.

Â ðàáîòàõ àâòîðà [3],[4] ïðèìåíåí äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè

âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ êðàåâûõ çàäà÷ (ñì. [5]) â îáëàñòÿõ Ω±, ïðè÷åì Ω− �

îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Çäåñü èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè u±, çàäàííûå â Ω±,
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÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèÿ î ïîëíîòå è áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé, à íå òîëüêî èõ ñëåäîâ íà ãðàíèöå ∂Ω. Êðîìå òîãî, ïðè ýòîì ïîäõîäå

ïàðàìåòðû λ è µ ðàâíîïðàâíû, ò.å. èõ ðîëè ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ñ÷èòàÿ íå

òîëüêî µ ñïåêòðàëüíûì, à λ � ôèêñèðîâàííûì, íî è íàîáîðîò.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à µ � ôèêñèðîâàííûé,

â îáùåé ýëëèïòè÷åñêîé ñèòóàöèè äëÿ çàäà÷è (1) èçó÷åí Â.È. Ãîðáà÷óê â [6].

1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà. Óïîìÿíóòûé âûøå ïîäõîä àâòîðà (ñì. [3])

ïðèâåë ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû

L(λ, µ)u := (I + λA− µB)u = 0, (5)

0 < A ∈ S∞, 0 6 B ∈ S∞, (6)

dim kerB = ∞, dimR(B) = ∞, (7)

â ñîîòâåòñòâåííî ïîäîáðàííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ êàæäîé èç

çàäà÷ (1) - (4). Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü ïðîáëåìó (5) â àáñòðàêòíîì

ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè A è

B, óäîâëåòâîðÿþùèìè îáùèì òðåáîâàíèåì (6), (7).

Â ðàáîòå [4] óæå èññëåäîâàí ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà λ è µ �

íåâåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûé

÷àñòíûé ñëó÷àé

Im λ = Im µ = 0,

ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ñâîéñòâî áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ êàê

â ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, òàê è ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà µ.

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòüñÿ îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

H = H0 ⊕H1, H0 := ker B, H1 = H 	H0 := R(B), (8)

îáóñëîâëåííîå ñâîéñòâàìè (6), (7).

2. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ïðè ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå µ

2.1. Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5) â ñëó÷àå,

êîãäà ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

λ > 0. (9)

Ïóñòü P0 è P1 � âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûå îðòîïðîåêòîðû, îòâå÷àþùèå

ðàçëîæåíèþ (8), ò.å.

P0 + P1 = 1, P0 P1 = P1 P0 = 0,

à I0 è I1 åäèíè÷íûå îïåðàòîðû â H0 è H1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèè (9) îïåðàòîð F0(λ) := I0 + λP0 AP0 îáðàòèì â H0 è äëÿ

îáðàòíîãî îïåðàòîðà F−1
0 (λ) âûïîëíåíû ñâîéñòâà

F−1
0 (λ) = (I0 + λP0 AP0)

−1 = I0 + T0(λ), T0(λ) ∈ S∞. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê λ > 0 è A > 0, òî

F0(λ) = I0 + λP0 AP0 > I0 � 0,

à ïîòîìó F0(λ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Òàê êàê P0 AP0 ∈ S∞, òî ïî òåîðåìå

Ôðåäãîëüìà (I0 + λP0 AP0)
−1 = I0 + T0(λ), ãäå T0(λ) ∈ S∞. �

Ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå

u = u0 + u1, u0 = P0u = P0u0, u1 = P1u = P1u1,

è ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (5) îðòîïðîåêòîðû P0 è P1, ïîëó÷èì âçàìåí (5)

ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(I0 + λP0AP0)u0 + λP0AP1u1 = 0,

λP1AP0u0 + (I1 + λP1AP1)u1 − µB1u1 = 0,

}
. (11)

Èñêëþ÷èì â ñèñòåìå óðàâíåíèé (11) íåèçâåñòíóþ u0 è ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

(F1(λ)− µB1)u1 = 0, u1 ∈ H1, (12)

ãäå F1(λ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé

F1(λ) := I1 + λP1AP1 − λ2P1AP0(I0 + λP0AP0)
−1P0AP1. (13)

Ëåììà 2. Ïðè óñëîâèè (9) îïåðàòîð F1(λ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì

F1(λ) > I1 � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâå

I + λA � I λ > 0, A > 0, (14)

è ñóùåñòâîâàíèè îïåðàòîðà F
−1/ 2
0 (λ) ∈ L(H0), êîòîðûé, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëåí â

H0. Äëÿ ëþáîãî u = u0 + u1 çàïèøåì ñâîéñòâî (14), èìååì

((I + λA)u, u) = ((I0 + λP0AP0)u0 + λP0AP1u1, u0)+

+((I1 + λP1AP1)u1 + λP1AP0u0, u1) > ‖u‖2 = ‖u0‖2 + ‖u1‖2.

C ïîìîùüþ îïåðàòîðà F
1/ 2
0 (λ)è îáðàòíîãî åìó F

−1/ 2
0 (λ) â ýòîì íåðàâåíñòâå ìîæíî

âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

((I + λA)u, u) = ‖F 1/2
0 (λ)u0 + λF

−1/ 2
0 (λ)P0AP1u1‖2 + (F1(λ)u1, u1) > ‖u0‖2 + ‖u1‖2.

Âûáèðàÿ çäåñü u0 â âèäå

u0 = λF−1
0 (λ)P0AP1u1,

¾Òàâðiéñüêèé Âiñíèê Iíôîðìàòèêè i Ìàòåìàòèêè¿, �1 2003
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ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(F1(λ)u1, u1) > ‖u0‖2 + ‖u1‖2 > ‖u1‖2.

�

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (9) çàäà÷à (12), ò.å. çàäà÷à ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ

F1(λ)u1 = µB1u1, u1 ∈ H1,

èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð {µk(λ)}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîêðàòíûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {u1k}∞k=1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {µk(λ)}∞k=1,

îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå HF1(λ), îïåðàòîðà

F1(λ), à òàêæå ïî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå îïåðàòîðà B1. Ýëåìåíòû áàçèñà ìîæíî

âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâêè

(F1(λ)u1k, u1l) = (u1k, u1l)F1(λ) = δkl,

(B1u1k, u1l) = µ−1
k δkl.

(15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

F−1
1 (λ)B1u1 = νu1, u1 ∈ H, ν = µ−1. (16)

Ââåäåì ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî HF1(λ), îòâå÷àþùåå îïåðàòîðó F1(λ), ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)F1(λ) := (F1(λ)u, v), u, v ∈ H1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íîðìà, ïîðîæäåííàÿ äàííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

ýêâèâàëåíòíà íîðìå ïðîñòðàíñòâà H.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå HF1(λ) îïåðàòîð F−1
1 (λ)B ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì è êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì

(F−1
1 (λ)B1u1, u1)F1(λ) = (B1u1, u1) > 0 (u1 6= 0),

îòêóäà ñëåäóåò ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè, à êîìïàêòíîñòü F−1
1 (λ)B èìååò ìåñòî

ïîòîìó, ÷òî F−1
1 (λ) îãðàíè÷åí, à B êîìïàêòåí â H, à ïîòîìó è â HF1(λ).

Äîêàçàííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà F−1
1 (λ)B ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ê ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷å (16) èçâåñòíóþ òåîðåìó Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, èç êîòîðîé ñëåäóþò âñå

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. �

2.2. Îòðèöàòåëüíûå íåèñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Òåïåðü èçó÷èì

çàäà÷ó (5) èëè ðàâíîñèëüíóþ åé çàäà÷ó (11) â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð

λ < 0.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó, äîêàæåì ñëåäóþùèé ôàêò.

¾Òàâðè÷åñêèé Âåñòíèê Èíôîðìàòèêè è Ìàòåìàòèêè¿, �1 2003
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H èìååò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

H = H0 ⊕H1,

à îïåðàòîð A = A∗ ∈ L(H) â ýòîì ðàçëîæåíèè ïðåäñòàâëåí â âèäå ìàòðèöû

A =

(
A00 A01

A10 A11

)
, Aij = PiAPj, i, j = 0, 1,

ãäå P0 è P1 � âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûå îðòîïðîåêòîðû íà H0 è H1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò A−1
00 ∈ L(H0). Òîãäà îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà A îáðàòèìà â H â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îáðàòèì îïåðàòîð

A1 := A11 − A10A
−1
11 A01 : H1 → H1.

Ïðè ýòîì ðàíãè èíäåôèíèòíîñòè κ, κ0 è κ1 îïåðàòîðîâ A, A00 è A1

ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû îòíîøåíèåì

κ = κ0 + κ1. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî.

10. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà Au = v,ò.å. ñèñòåìó óðàâíåíèé

A00u0 + A01u1 = v0,

A10u0 + A11u1 = v1,
(18)

ãäå u = u0 + u1, v = v0 + v1, ui = Piu, vi = Piv, i = 0, 1. Òàê êàê A−1
00 ∈ L(H0)

ñóùåñòâóåò, òî â (18) ìîæíî îñóùåñòâèòü çàìåíó

ũ0 := u0 + A−1
00 A01u1. (19)

Òîãäà ñèñòåìà (18) ïðèíèìàåò âèä

A00ũ0 = v0,

A10ũ0 + A1u1 = v1
(20)

Òàê êàê ýòà ñèñòåìà èìååò òðåóãîëüíûé âèä, òî îíà ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ

A−1
00 ∈ L(H0) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

îáðàòíûé îïåðàòîð A−1
1 . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (20) èìååò âèä

ũ0 = A−1
00 v0,

u1 = A−1
1

(
v1 − A10A

−1
00 v0

)
.

(21)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A−1
1 ∈ L(H1), òî A−1 ∈ L(H). Ýòèì äîêàçàíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû, ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è (18) ñëåäóåò èç ôîðìóë (21), (19).

20. Äîêàæåì òåïåðü ôîðìóëó (17). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà

u = u0 + u1 ∈ H = H0 ⊕H1 èìååò ñ ó÷åòîì (19)

(Au, u) = (A00u0 + A01u1, u0) + (A10u0 + A11u1, u1) =

= (A00ũ0, ũ0 − A−1
00 A01u1) + (A10(ũ0 − A−1

00 A01u1), u1) + (A11u1, u1) =

= (A00ũ0, ũ0)− (A00ũ0, A
−1
00 A01u1) + (A10ũ0, u1)− (A10A

−1
00 A01u1, u1) + (A11u1, u1).
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Òàê êàê â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A èìååì Aij = (Aji)
∗, i, j = 0, 1, òî

èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(Au, u) = (A00ũ0, ũ0) + (A11u1, u1) (22)

Çàìåòèì òåïåðü , ÷òî çàìåíà (19) çàäàåò îãðàíè÷åííîå òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå

V u =

(
I0 A−1

00 A01

0 I1

)(
u0

u1

)
: H → H,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, èìååò îãðàíè÷åííîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

V −1 =

(
I0 −A−1

00 A01

0 I1

)
: H → H.

Èç ýòîãî ôàêòà è èç (22) ñëåäóåò ôîðìóëà (17). �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å (11) îïåðàòîð I0 + λP0AP0 îáðàòèì â

H0, òî îïåðàòîð I + λA îáðàòèì H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèì â H1

îïåðàòîð F1(λ) èç (13). Ïðè ýòîì ðàíãè èíäåôèíèòíîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

κI+λA = κI0+λP0AP0 + κF1(λ), (23)

à âñå îáðàòíûå ê íèì îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîð I0 + λP0AP0 îáðàòèì â H0, òî (ïî òåîðåìå

Ôðåäãîëüìà) îí èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ

ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè åå ïðèìåíèòü ê

îïåðàòîðó

I + λA =

(
I0 + λP0AP0 λP0AP1

λP1AP0 I1 + λP1AP1

)
: H → H. (24)

Ïðè ýòîì îïåðàòîð A1 èç òåîðåìû 2 â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä A1 = F1(λ), à

ôîðìóëà (23) ñëåäóåò èç (17) äëÿ îïåðàòîðà âèäà (24). Íàêîíåö, òàê êàê A �

êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî âñå óïîìÿíóòûå îáðàòíûå îãðàíè÷åíû. �
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk(A)}∞k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ïîëîæèòåëüíîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H, à ÷åðåç

{λk(A00)}∞k=1 � àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî êîìïàêòíîãî

îïåðàòîðà A00 = P0AP0, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H0BH. Ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ çàïèñàíû ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. Èç

ñâîéñòâà A > 0, à òàêæå áåñêîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ H è H0 ñëåäóåò, ÷òî îáå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå, ïðè÷åì

λk(A) > λk(A00), k = 1, 2, . . . .

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðàìåòð λ < 0 çàäà÷è (11) ïðèíèìàåò

íåèñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1 + λλk(A) 6= 0, 1 + λλk(A00) 6= 0, k = 1, 2, . . . ,
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à ÷èñëà

λ = −λ−1
k (A), λ = −λ−1

k (A00), k = 1, 2, . . . ,

íàçîâåì èñêëþ÷èòåëüíûìè îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà λ.

Ïóñòü λ < 0 ïðèíèìàåò íåèñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå. Òîãäà îïåðàòîðû I + λA è

I0 + λP0AP0 îãðàíè÷åííî îáðàòèìû, è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, îãðàíè÷åííî îáðàòèì

òàêæå ïðè ýòîì λ îïåðàòîð F1(λ). Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (11) ðàâíîñèëüíà

çàäà÷å (12).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ íàì ïîíàäîáèòüñÿ îïåðàòîð êàíîíè÷åñêîé

ñèììåòðèè Jκ = J ∗
κ = J −1

κ è ñêîíñòðóèðîâàííûé ïî íåìó ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Jκ := diag(I0;Jκ).

Ëåììà 3. Îïåðàòîð Jκ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êàíîíè÷åñêîé ñèììåòðèè,

äåéñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâå H = H0 ⊕H1:

Jκ = J ∗
κ = J −1

κ .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïàðàìåòð λ < 0 ïðèíèìàåò íåèñêëþ÷èòåëüíîå îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå è κ = κF1(λ) > 0 � ðàíã èíäåôèíèòíîñòè îïåðàòîðà F1(λ). Òîãäà

çàäà÷à (12) ïðè ýòîì λ èìååò äèñêðåòíîé ñïåêòð {µk(λ)}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç

êîíå÷íîêðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé

òî÷êîé µ = ∞. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {µk(λ)}κ
k=1 îòðèöàòåëüíû,

à îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíû. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {u1k}∞k=1 çàäà÷è(12),

îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {µk(λ)}∞k=1, îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà è

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H1 ïî êâàäðàòè÷íûì ôèðìàì îïåðàòîðîâ F1(λ) è

B1. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû áàçèñà ìîæíî âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì Jκ � îðòîíîðìèðîâêè:

(F1(λ)u1k, u1l) = −δkl, 1 6 k, l 6 κ; (F1(λ)u1k, u1l) = δkl, k, l > κ; (25)

(B1u1k, u1l) = µ−1
k (λ) (F1(λ)u1k, u1l) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì â (12) îïåðàòîð F1(λ) â âèäå

F1(λ) = |F1(λ)|1/2Jκ|F1(λ)|1/2 (26)

ãäå κ � ðàíã èíäåôèíèòíîñòè F1(λ), à Jκ � êàíîíè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ. Ýòî âîçìîæíî,

ïîñêîëüêó ïàðàìåòð λ ïðèíèìàåò íåèñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîì

ñëó÷àå |F1(λ)| � 0 è ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð |F1(λ)|−1/2. C

ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (26) çàäà÷à (12) ðàâíîñèëüíà çàäà÷å

Jκv1 = νB1(λ)v1, v1 = |F1(λ)|−1/2u1,

ν = µ−1, B1(λ) := |F1(λ)|−1/2B1|F1(λ)|−1/2.
(27)

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (27) ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ Jκ â âèäå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

JκB1(λ)v1 = δv1, δ = ν−1. (28)
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Òàê êàê B1(λ) > 0 è êîìïàêòåí, òî îïåðàòîð JκB1(λ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è

Jκ−ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó ýòîò îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

èçâåñòíîé òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ñïåêòðà è ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ òàêèõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà Πκ [7]. Çíà÷èò, ñîãëàñíî

âûâîäàì óïîìÿíóòîé òåîðåìû Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, çàäà÷à (28) èìååò äèñêðåòíûé

âåùåñòâåííûé ñïåêòð {δk}∞k=1 ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé â íóëå, à ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû

{v1k}∞k=1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {δk}∞k=1, îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â H1.

Ïðè ýòîì ïåðâûå κ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (28) ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè,

à îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ

ôóíêöèîíàë (Jκv, v) = [v, v] ðàâíÿëñÿ ïî ìîäóëþ åäèíèöå, òî ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì

[v1k, v1j] = −δkj, 1 6 k, j 6 κ, [v1k, v1j] = δkj, k, j > κ + 1.

Èç ýòèõ ôîðìóë ïîñëå çàìåíû v1 = |F1(λ)|−1/2 u1 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû

îðòîãîíàëüíîñòè (25), à ïîñëå âîçâðàùåíèÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà δ ê ν, à

çàòåì ê µ � óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {µk(λ)}∞k=1. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà B çàäà÷è (5) âûïîëíåíî àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå

λk(B) = cβ
Bk−β(1 + o(1)), cB > 0, β > 0, k →∞. (29)

Òîãäà ïðè íåèñêëþ÷èòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ äëÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µk(λ) çàäà÷è (5) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

µk(λ) = λ−1
k (B) (1 + o(1)) , (k →∞). (30)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî

ôàêòà äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ [4], òàê êàê îíî íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ λ

âåùåñòâåííûì ëèáî íåâåùåñòâåííûì ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì. �
Èòîãîì ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è (5) ïðè λ ∈ R ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â çàäà÷å (5) ïàðàìåòð λ ïðèíèìàåò íåèñêëþ÷èòåëüíîå

çíà÷åíèå. Òîãäà çàäà÷à (5) èìååò äèñêðåòíûé âåùåñòâåííûé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé

èç êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {µk(λ)}∞k=1 ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé

òî÷êîé µ = ∞. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ {u1k}∞k=1, îòâå÷àþùàÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {µk(λ)}∞k=1, ïîñëå èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî

H1 = R(B), ò.å. ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {u1k}∞k=1, u1k = P1uk, îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â

H1 = P1H. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå λ > 0 âûïîëíåíû ôîðìóëû îðòîãîíàëüíîñòè (15),

à ïðè λ < 0 � ôîðìóëû (25). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (29), òî äëÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé µk(λ) çàäà÷è (5) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (30).

3. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ïðè ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå λ

3.1. Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Ïîìåíÿåì ðîëè ïàðàìåòðîâ λ è µ â

çàäà÷å (5), ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à µ � ñïåêòðàëüíûé
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ïàðàìåòð, ïðè÷åì ñíà÷àëà

µ 6 0. (31)

Òîãäà âîçíèêàåò ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

(I − µB) = −λAu, u ∈ H. (32)

Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (31) çàäà÷à (32) èìååò äèñêðåòíûé

ñïåêòð {λk(µ)}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîêðàòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {uk}∞k=1,

îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λk(µ)}∞k=1, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

â ýíåðãåòè÷åñêîì ïîëå HF (µ), F (µ) := I − µB, à òàêæå ïî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

îïåðàòîðà A. Ýëåìåíòû áàçèñà ìîæíî âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâêè:

(F (µ)uk, ul) = (uk, ul)F (µ) = δkl,

(Auk, ul) = λ−1
k δkl.

(33)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 1, åñëè çàìåíèòü, ÷òî çäåñü â ñèëó óñëîâèÿ (31) è ñâîéñòâà B > 0 èìååì

F (µ) = I − µB > I � 0,

à îïåðàòîð A èìååò íóëåâîå ÿäðî â H. �

3.2. Ïîëîæèòåëüíûå íåèñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Èçó÷èì

òåïåðü çàäà÷ó (32) â ñëó÷àå, êîãäà âçàìåí (31) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

µ > 0, µ 6= λ−1
k (B), k = 1, 2, . . . , (34)

ãäå {λk(B)}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è èìåþò ïðåäåëüíóþ òî÷êó λ = 0.

Óñëîâèÿ (32) îáåñïå÷èâàþò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà I − µB, ïðè÷åì

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ((I − µB)u, u) èíäåôèíèòíà, à ðàíã åå

èíäåôèíèòíîñòè ðàâåí êîëè÷åñòâó κ(µ) (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé λk(B), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1− µλk(B) < 0, k = 1, 2, . . . , κ(µ), 1− µλκ(µ)+1(B) > 0. (35)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ôàêòà âîñïîëüçóåìñÿ îðòîãîíàëüíûì

ðàçëîæåíèåì (8) ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è ïðåäñòàâëåíèåì

u = u0 + u1, u0 = P0u = P0u0, u1 = P1u = P1u1.

¾Òàâðiéñüêèé Âiñíèê Iíôîðìàòèêè i Ìàòåìàòèêè¿, �1 2003
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Òîãäà

((I − µB)u, u) = ((I − µB)(u0 + u1), (u0 + u1)) = ‖u0‖2 + ‖u1‖2 − µ(Bu1, u1) =

= ‖u0‖2 +
∞∑

k=1

(1− µλk(B))
∣∣(u1, uk(B))

∣∣2=
= ‖u0‖2 +

κ∑
k=1

(1− µλk(B))
∣∣(u1, uk(B)

)∣∣2 +
∞∑

k=κ+1

(1− µλk(B))
∣∣(u1, uk(B)

)∣∣2 ,

(36)

ãäå {uk(B)}∞k=1 � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà B îòâå÷àþùèå íåíóëåâûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è îáðàçóþùèå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â H1. Òàê êàê ïðè k > κ
âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 − µλk(B) > 0, òî èç (36) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

((I − µB)u, u) èìååò ðàíã èíäåôèíèòíîñòè, â òî÷íîñòè ðàâíûé κ = κ(µ).

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâà, çàïèøåì çàäà÷ó (32) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå(
I0 0

0 I1 − µB1

) (
u0

u1

)
= −λ

(
P0AP0 P0AP1

P1AP0 P1AP1

) (
u0

u1

)
(37)

è ïðåäñòàâèì îïåðàòîð I1 − µB1 â âèäå

I1 − µB1 = |I1 − µB1|1/2 Jκ |I1 − µB1|1/2 , |I1 − µB1| =
(
(I1 − µB1)

2)1/2
, (38)

ãäå â ñèëó óñëîâèé (34), (35) îïåðàòîðû |I1 − µB| è |I1 − µB|1/2 � ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûå, à Jκ � îïåðàòîð êàíîíè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Èñïîëüçóÿ (38) è îñóùåñòâëÿÿ â (37) çàìåíó

v1 = |I1 − µB1|1/2 u1, (39)

à òàêæå ïðèìåíÿÿ êî âòîðîé ñòðîêå (37) îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð

|I1 − µB|−1/2, ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å(
I0 0

0 Jκ

) (
u0

v1

)
=

= −λ

(
P0AP0 P0AP1 |I1 − µB1|−1/2

|I1 − µB1|−1/2 P1AP0 |I1 − µB1|−1/2 P1AP1 |I1 − µB1|−1/2

) (
u0

v1

)
,

(40)

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Jκv = νA(µ)v, v = (u0; v1)
t ∈ H, ν = −λ, (41)

à A(µ) � ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ ñïðàâà â (40).

Ëåììà 4. Îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà A(µ) � êîìïàêòíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð,

äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = H0 ⊕H1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè A(µ) î÷åâèäíî, òàê êàê A ∈ S∞,

à îñòàëüíûå îïåðàòîðû P0, P1 è |I1 − µB|−1/2, ó÷àñòâóþùèå â îáðàçîâàíèè

ýëåìåíòîâ A(µ), îãðàíè÷åíû. Ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè A(µ) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà

¾Òàâðè÷åñêèé Âåñòíèê Èíôîðìàòèêè è Ìàòåìàòèêè¿, �1 2003
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ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà A. Â ñàìîì äåëå, âû÷èñëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó äëÿ

A(µ):

(A(µ)v, v) = (P0AP0u0, u0) +
(
P0AP1 |I1 − µB1|−1/2 v1, u0

)
+

+
(
|I1 − µB1|−1/2 P1AP0u0, v1

)
+
(
|I1 − µB1|−1/2 P1AP1 |I1 − µB1|−1/2 v1, v1

)
=

= (P0AP0u0, u0) + (P0AP1u1, u0) + (P1AP0u0, u1) + (P1AP1u1, u1) = (Au, u) .
(42)

Èç (42) è ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà A ïîëó÷àåì, ÷òî (A(µ)v, v) > 0, ïðè÷åì

(A(µ)u, u) = 0 ïðè u = (u0, u1)
t = 0, íî òîãäà è v = (u0, v1) = 0, â ñèëó (39).

�

Òåîðåìà 7. Çàäà÷à (32) ïðè óñëîâèÿõ (34), (35) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð

{λk(µ)}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîêðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = −∞. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

{λk(µ)}κ
k=1 ïîëîæèòåëüíû, à îñòàëüíûå � îòðèöàòåëüíûå. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû

{uk}∞k=1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λk(µ)}∞k=1á îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà è

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïî êâàäðàòè÷íûì ôîðìàì îïåðàòîðîâ F (µ) := I − µB

è A. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû áàçèñà ìîæíî âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì Jκ � îðòîíîðìèðîâêè:

(F (µ)uk, ul) = −δkl, 1 6 k, l 6 κ; (F (µ)uk, ul) = δkl, k, l > κ; (43)

(Auk, ul) = −λ−1
k (µ) (F (µ)uk, ul) .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (41) ñ ó÷åòîì Jκ = J ∗
κ = J −1

κ â âèäå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ

JκA(µ)v = δv, δ = ν−1. (44)

Ýòà çàäà÷à èìååò â òî÷íîñòè òîò æå âèä, ÷òî è (28), à îïåðàòîðû ýòèõ

çàäà÷ îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè, èñïîëüçîâàííûìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 3. �

Òåîðåìà 8. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

λk(A) = cα
Ak−α (1 + o(1)) , cA > 0, α > 0, k →∞, (45)

òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk(µ) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

λk(µ) = −λ−1
k (A) (1 + o(1)) (k →∞).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî

ôàêòà äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ [4], ò.ê. îíî íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè

ïàðàìåòð µ âåùåñòâåííûì èëè íåò. �
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3.3. Ïîëîæèòåëüíûå èñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì

ñíîâà çàäà÷ó (32), è ïðè÷åì òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð µ ïðèíèìàåò îäíî

èç èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé

µ = λ−1
k0

(B) > 0, k0 ∈ N. (46)

Òàê êàê îïåðàòîð B êîìïàêòíûé è ñàìîñîïðÿæåííûé, òî ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λk0(B) îòâå÷àåò êîíå÷íîêðàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ

ýëåìåíòîâ Hk0 , ïðè÷åì â ñèëó òîãî, ÷òî λk0(B) 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî Hk0BH1,

ãäå H1 = H 	 H0, H0 = ker B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî îðòîãîíàëüíîå

ðàçëîæåíèå

H = H0 ⊕Hk0 ⊕ H̃1, H̃1 := H1 	Hk0 . (47)

Ïðåäñòàâèì â çàäà÷å (32) ðåøåíèå u â âèäå

u = u0 + uk0 + ũ1, u0 ∈ H0, uk0 ∈ Hk0 , ũ1 ∈ H̃1. (48)

Âçàìåí (32) èìååì

u0 + uk0 + ũ1 − µB(u0 + uk0 + ũ1) = −λA(u0 + uk0 + ũ1).

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îðòîïðîåêòîðàìè P0, Pk0 è P̃1 íà

ïîäïðîñòðàíñòâà H0, Hk0 , è H̃1 ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå Bu0 = 0, Buk0 = λk0(B)uko , µ = λ−1
k0

(B), ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

u0 = −λ
(
P0AP0u0 + P0APk0uk0 + P0AP̃1ũ1

)
,

0 = λ
(
Pk0AP0u0 + Pk0APk0uk0 + P0AP̃1ũ1

)
,(

Ĩ1 − µB̃1

)
ũ1 = −λ

(
P̃1AP0u0 + P̃1APk0uk0 + P̃1AP̃1ũ1

)
.

(49)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü îïåðàòîð Ĩ1 − µB̃1, B̃ := P̃1AP̃1, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, èìåþò

îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé
(
Ĩ1 − µB̃1

)−1

.

Çàäà÷à (49) èìååò íåòðèâèàëüíû ðåøåíèÿ, êîãäà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0. Â

ýòî ñëó÷àå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ u0 = 0,
(
Ĩ1 − µB̃1

)
ũ1 = 0. Â ñèëó îáðàòèìîñòè

îïåðàòîðà Ĩ1 − µB̃1 ïîëó÷àåì, ÷òî ũ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = 0 èìååì ðåøåíèå

u = uk0 , ∀uk0 ∈ Hk0 ,

ò.å. ÷èñëî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, åìó îòâå÷àþò

ýëåìåíòû, êîòîðûå ìîæíî âûáèðàòü îðòîãîíàëüíûìè.

Ïóñòü òåïåðü â (49) λ 6= 0. Òàê êàê îïåðàòîð A ïîëîæèòåëåí, a dim Hk0 < ∞,

òî îïåðàòîð Pk0APk0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì è ïîòîìó èìååò

îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð (Pk0APk0)
−1 ∈ L(Hk0). Òîãäà èç âòîðîãî

ðàâåíñòâà (49) (ïðè λ 6= 0) ïîëó÷àåì, ÷òî

uk0 = − (Pk0APk0)
−1
(
Pk0AP0u0 + Pk0AP̃1ũ1

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèå (49), ïðèäåì ê ñèñòåìå

óðàâíåíèé

u0 = −λ
(
Ã00u0 + Ã01ũ1

)
,(

Ĩ1 − µB̃
)

ũ1 = −λ
(
Ã10u0 + Ã11ũ1

)
,

Ãij := PiAPj − PiAPk0 (Pk0APk0)
−1 Pk0APj, i, j = 0, 1.

(50)

Ëåììà 5. Îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà

Ã :=
(
Ãij

)1

i,j=0

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H̃ := H0 ⊕ H̃1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî u = u0 + uk0 + ũ1 ∈ H èìååì

(Au, u) =
(
P0AP0u0 + P0APk0uk0 + P0AP̃1ũ1, u0

)
+

+
(
Pk0AP0u0 + Pk0APk0uk0 + Pk0AP̃1ũ1, uk0

)
+
(
P̃1AP0u0 + P̃1APk0uk0 + P̃1AP̃1ũ1, ũ1

)
=

=
∥∥∥(Pk0APk0)

1/2 uk0 − (Pk0APk0)
1/2 Pk0AP0u0 + (Pk0APk0)

1/2 Pk0AP̃1ũ1

∥∥∥2

−

−
∥∥∥(Pk0APk0)

1/2 Pk0AP0

∥∥∥2

−
∥∥∥(Pk0APk0)

1/2 Pk0AP̃1ũ1

∥∥∥2

+

+
(
(Pk0APk0)

−1 Pk0AP0u0, Pk0AP̃1ũ1

)
+
(
Pk0AP̃1ũ1, (Pk0APk0)

−1 Pk0AP0u0

)
+

+ (P0AP0u0, u0) +
(
P̃1AP0u0, ũ1

)
+
(
P̃1AP̃1ũ1, ũ1

)
.

(51)

Áåðåì â ýòîì òîæäåñòâå uk0 â âèäå

uk0 = − (Pk0APk0)
−1
(
Pk0AP0u0 + Pk0AP̃1ũ1

)
,

(Au, u) =
((

P0AP0 − P0APk0 (Pk0APk0)
−1 Pk0AP0

)
u0, u0

)
+

+
((

P0AP̃1 − P0APk0 (Pk0APk0)
−1 Pk0AP̃1

)
ũ1, u0

)
+

+
((

P̃1AP0 − P̃1APk0 (Pk0APk0)
−1 Pk0AP0

)
u0, ũ1

)
+

+
((

P̃1AP̃1 − P̃1APk0 (Pk0APk0)
−1 Pk0AP̃1

)
ũ1, ũ1

)
=

=
(
Ã00u0 + Ã01ũ1, u0

)
+
(
Ã10u0 + Ã11ũ1, ũ1

)
=
(
Ãũ, ũ

)
, ũ := u0 + ũ1 ∈ H̃.

(52)

Òàê êàê u0 ∈ H0, ũ1 ∈ H̃1 â (52) ïðîèçâîëüíû, òî èç ýòîãî òîæäåñòâà èìååì(
Ãũ, ũ

)
> 0, ïðè÷åì

(
Ãũ, ũ

)
= 0 ëèøü ïðè ũ = u0 + ũ1 = 0. �

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (50) â âèäå(
Ĩ − µB̃

)
ũ = −λÃũ, B̃ := diag

(
0; B̃1

)
, ũ = (u0; ũ1)

t ∈ H̃. (53)
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Èòîãîì ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è (32) ïðè óñëîâèè (46) ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 9. Åñëè ïàðàìåòð µ ïðèíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå

µ = λ−1
k0

(B) > 0,

êîòîðîìó îòâå÷àåò êîíå÷íîêðàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hk0BH1, òî çàäà÷à (32)

èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð {λk(µ)}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîêðàòíûõ

âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = −∞.

Åñëè κ � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà B,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1− µλk(B) < 0, k = 1, 2, . . . , κ,

òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λk(µ)}κ
k=1 ïîëîæèòåëüíû. Åñëè p := dim Hk0, òî

λκ+1(µ) = . . . = λκ+p(µ) = 0, à îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû.

Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {uk}κ
k=1∪{uk}∞k=κ+p+1, îòâå÷àþùèå íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì, ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H̃ := H 	 Hk0, ò.å. ýëåìåíòû {ũk},
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (53), îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â H̃, à ñîáñòâåííûå

ýëåìåíòû {uk}κ+p
k=κ+1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 0, ìîæíî âûáðàòü

îáðàçóþùèìè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â Hk0. Ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå ýòèõ äâóõ áàçèñîâ

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â H = H0 ⊕ Hk0 ⊕ H̃1, à ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà ìîæíî

âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâêè:((
Ĩ − µB̃

)
ũk, ũl

)
= −δkl, 1 6 k, l 6 κ;

(uk, ul) = δk,l, κ + 1 6 k, l 6 κ + p;((
Ĩ − µB̃

)
ũk, ũl

)
= δkl k, l > κ + p + 1;(

Ãũk, ũl

)
= −λ−1

k (µ)
((

Ĩ − µB̃
)

ũk, ũl

)
, k, l 6= κ + 1, . . . , κ + p.

(54)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà òîì, ÷òî çàäà÷à (53), ðàññìàòðèâàåìàÿ

â ïðîñòðàíñòâå H̃ = H0⊕ H̃1, èäåíòè÷íà çàäà÷å (32), èëè çàäà÷å (37), â ïðîñòðàíñòâå

H = H0 ⊕ H1. Â ñàìîì äåëå, êàê è â çàäà÷å (37), â çàäà÷å (53) îïåðàòîð Ĩ1 − µB̃1

îáðàòèì â H̃, à îïåðàòîð Ã, ñîãëàñíî òåîðåìå 5, êîìïàêòåí è ïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó

äëÿ çàäà÷è (50) ñïðàâåäëèâû, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè, ôîðìóëû ïåðåõîäà

îò (37) ê (41), à çàòåì ëåììû 4, 3 è òåîðåìà 7. Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê

íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è (49).

×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 0 çàäà÷è (49), òî ýòîò ñëó÷àé ðàçîáðàí

âûøå, ñì. ðàññóæäåíèÿ ïîñëå (49).

Îòñþäà ñëåäóþò âñå óòâåðæäåíèÿ äàííîé òåîðåìû, à òàêæå ôîðìóëû

îðòîãîíàëüíîñòè (54). �

Òåîðåìà 10. Åñëè ïàðàìåòð µ ïðèíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå

µ = λ−1
k0

(B) > 0,
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òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk(µ) çàäà÷à (32) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà

λk(µ) = −λ−1
k (A)(1 + o(1)) (k →∞).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî

ôàêòà äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîæåíèÿ [4], ò.ê. îíî íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðàìåòð

µ âåùåñòâåííûì èëè íåò. �

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìàõ 5 è 7 äëÿ

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà µ è 9 äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Îñòàëñÿ íå

ðàññìîòðåííûì ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ.

Ýòîìó âîïðîñó áóäåò óäåëåíî âíèìàíèå â äàëüíåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ.

Àâòîð áëàãîäàðèò Í.Ä. Êîïà÷åâñêîãî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå

îáñóæäåíèÿ.
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