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Abstract
In this article we formulate conditions defining the bifurcations of equilibria in parabolic equations on

a circle. This equations are mathematical models of spread of flame in gas. There are considered one and
two parameter bifurcations of equilibria.

Введение

В работе [1], посвященной описанию некоторых общих типов бифуркаций, наблю-
даемых в распределенных динамических системах, изучены, в частности, бифурка-
ции пространственно неоднородных стационарных режимов (диссипативных струк-
тур) параболических уравнений. В указанной работе возникновение диссипативных
структур исследовалось для параболических уравнений на прямой. При изучении
параболических уравнений на окружности важную роль играют топологические ха-
рактеристики, определяющие глобальные свойства решений.

В данной работе проводится бифуркационный анализ параболических уравнений
на окружности. Эти уравнения являются математическими моделями процессов рас-
пространения пламени в газе. Распространение газоваого пламени описывается урав-
нением [1]

ξ̇ − β
√
−∆ξ + 2α∆ξ +∆2ξ + (∇ξ)2 = 0. (1)

В этом уравнении ξ – отклонение фронта горения от стационарного, точка обозна-
чает дифференцирование по времени, ∆ – оператор Лапласа. Нелокальный оператор√
−∆ описывает гидродинамическую устойчивость Ландау, комбинация 2α∆ + ∆2–

теплодиффузионную устойчивость, член (∇ξ)2 обеспечивает нелинейную стабилиза-
цию. Уравнение (1) относится к случаю плоского пламени. Если рассматривается
распространение цилиндрического или сферического пламени со средней кривизной
R−1, тогда уравнение (1) принимает вид

ξ̇ − β
√
−∆ξ + 2α∆ξ +∆2ξ +R−1ξ + (∇ξ)2 = 0. (2)
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При рассмотрении слабонадкритического случая 0 < R − R0 << R0, где R−1
0 –

значение кривизны, при котором тривиальное решение теряет устойчивость, вместо
уравнения (2) будем, согласно [1], рассматривать уравнение

ξ̇ + 2α∆ξ +∆2ξ + ξ + (∇ξ)2 = 0, 0 < α− 1 << 1. (3)

Уравнения (1), (2), (3). на S1 = R/2πZ инвариантны относительно группы вра-
щения окружности θ → θ + φ, φ ∈ R/ mod 2π. Следовательно, если ξ(θ) решение
одного из этих уравнений, то ξ(θ + φ), φ ∈ R/ mod 2π также решение. Диссипатив-
ные структуры ξ(θ), ξ(θ + φ) различать не будем.

Полученные далее бифуркационные теоремы основаны на работе [2]. Примени-
мость результатов работы [2] по центральным многообразиям эквивариантных век-
торных полей для рассматриваемых здесь уравнений вытекает из [3, 4].

Бифуркационный анализ в уравнениях (1) – (3), а также аналогичным им, прове-
дем исходя из кратности нулевых собственных значений, порожденных этими урав-
нениями, операторов.

1. Одна пара нулевых собственных значений

В этом пункте рассматривается уравнение (3). В качестве фазового пространства
уравнения (3) примем соболевское пространство H2(S1). Обозначим ∥.∥H2(S1) = ∥.∥2.

Собственным значением оператора

L1(α)ξ = 2α∆ξ +∆2ξ + ξ

в пространстве H2(S1), соответствующим собственной функции eikθ, является

λk(α) = −2αk2 + k4 + 1, k = 0,±1, . . . .

Очевидно, λ±1(1)=0. Собственные значения λk(α) для k ̸=±1, 0 < α − 1 << 1

положительны и равномерно отделены от нуля. Имеет место

Теорема 1. Существуют такие a > 0, δ0 > 0, что для 0 < α−1 < δ0 уравнение (3)
имеет стационарное решение ξ1(θ, α). Функция ξ1(θ, α) удовлетворяет равенству
ξ1 = 3(2(α− 1)1/2) cos θ + (α− 1) cos 2θ − 9(α− 1) +O

(
(α− 1)3/2

)
.

Решение ξ1 орбитально экспоненциально устойчиво. Нулевое решение уравне-
ния (3) неустойчиво. Для ∥ξ∥2 < a уравнение (3) неблуждающих точек, кроме
ξ = 0, ξ = ξ1(θ + φ, α), φ ∈ R/ mod 2π, не имеет.

Доказательство. При сформулированных условиях уравнение (3) имеет экспонен-
циально устойчиво двумерное центральное многообразие V , инвариантное относи-
тельно группы вращения окружности. Для точек ξ ∈ V имеет место представление

ξ = zeiθ + z̄e−iθ + σ2

(
zeiθ, z̄e−iθ, α

)
+ σ3

(
zeiθ, z̄e−iθ, α

)
+ · · · , (4)
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где σ2, σ3, . . . квадратичная, кубическая, . . . формы относительно ζ, ζ̄. Ограниче-
ние уравнения (3) на центральное многообразие V представляет систему уравне-
ний на плоскости, которая инвариантна относительно преобразования z → ze−iφ,
φ ∈ R/ mod 2π, и, следовательно, имеет нормальную форму Пуанкаре

ż = z
(
2(α− 1) + c1(zz̄) + c2(zz̄)

2 + · · ·
)
. (5)

Второе уравнение получается операцией комплексного сопряжения. Подставля-
ем (4), (5) в уравнение (3). В результате получим рекуррентную последовательность
уравнений вида

Bσk = Qk, k = 2, 3, . . . , (6)

где Qk форма k-го порядка относительно ζ, ζ̄. Имеет место равенство

Q2 = (ζ − ζ̄)2. (7)

Коэффициенты форм Qk, k = 3, . . . выражаются полиномиальным образом через
коэффициенты форм σs, 2 6 s < k. Оператор B является диагональным на мно-
жестве всех многочленов относительно ζ, ζ̄. Собственными функциями оператора B

являются мономы ζkζ̄s:

Bζkζ̄s = (−2(k − s)2 + (k − s)4 + 1)ζkζ̄s. (8)

Согласно равенств (7), (8), из уравнения (6) следует

σ2 =
1

9

(
ζ2 + ζ̄2

)
− 2ζζ̄.

Из разрешимости уравнения (6) для k = 3 находим c1 = −4

9
. Подставляя значение

c1 в (5), получим

ż = z

(
2(α− 1)− 4

9
zz̄ + · · ·

)
. (9)

Полагая zz̄ = r приходим к уравнению

ṙ = 2r

(
2(α− 1)− 4

9
r +O(r2)

)
. (10)

Уравнение (10) имеет два стационарных решения

r = 0, r = r0(α) =
9

2
(α− 1) + o(α− 1).

Решение r = r0 экспоненциально устойчиво. Следовательно, уравнение (9) для
малых α− 1 > 0 имеет однопараметрическое семейство инвариантных окружностей
|z|2 = r0(α). Каждая такая окружность состоит из стационарных точек системы (9).
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Неблуждающее множество системы (9) в окрестности нуля целиком состоит из таких
окружностей. Полагая в (4)

z =

√
9

2
(α− 1) + o(α− 1),

убеждаемся в справедливости разложения (4). Из принципа сведения следу-
ет орбитальная экспоненциальная устойчивость семейства стационарных решений
ξ1(θ + φ, α), φ ∈ R/ mod 2π.

2. Три нулевых собственных значений

Рассмотрим на окружности S1 уравнение

ξ̇ − β
√
−∆ξ −∆ξ + αξ +

4

3
ξ3 = 0, (11)

где 0 < β − 1 << 1, 0 < α << 1. В качестве фазового пространства уравнения (11)
примем соболевское пространство H1(S1). Обозначим ∥.∥H1(S1) = ∥.∥1.

Собственной функции eikθ оператора

L2(α, β)ξ = −β
√
−∆−∆ξ + αξ

в пространстве H1(S1) отвечает собственное значение

λk(α, β) = −β|k|+ k2 + α, k = 0,±1, . . . .

Очевидно, λ0(0, 1) = 0, λ±1(0, 1) = 0, а остальные собственные значения оператора
L2(α, β) положительны и отделены от нуля.

Динамика семейства уравнений (11) в окрестности нуля описывается следующей
теоремой.

Теорема 2. Существуют такие a > 0, δ0 > 0, что если ∥(β − 1, α)∥ < δ0, α > 0,
(β − 1)−α > 0, тогда уравнение (11) имеет пространственно неоднородное стаци-
онарное решение ξ1(θ, α, β). Имеет место равенство

ξ1(θ, α, β) = (β − 1− α)1/2 cos θ − 4

9
(β − 1− α)3/2 cos 3θ + · · · . (12)

Решение ξ1(θ, α, β) уравнения (11) орбитально экспоненциально устойчиво. Ну-
левое решение уравнения (11) неустойчиво. Неблуждающих точек для ∥ξ∥1 < a,
кроме ξ = 0, ξ = ξ1(θ + φ, α), φ ∈ R/ mod 2π, уравнение (11) не имеет.

Доказательство. Уравнение (11) инвариантно относительно отражения ξ → −ξ.
Экспоненциально устойчивое трехмерное центральное многообразие V уравне-
ния (11) инвариантно относительно группы вращения окружности и преобразования
ξ → −ξ. Для точек ξ ∈ V имеет место представление

ξ = s+ zeiθ + z̄e−iθ + σ3

(
s, zeiθ, ze−iθ, α, β

)
+ · · · , (13)
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где σ3 кубическая форма относительно s, ζ, ζ̄. Ограничение уравнения (11) на мно-
гообразие V приводит к системе уравнений в трехмерном пространстве

ṡ = −sα+ a13(s, z, z̄) + · · · ,
ż = z(β − 1− α) + a23(s, z, z̄) + · · · , (14)

которая инвариантна относительно преобразований s → s, z → ze−iφ, φ ∈ R/ mod 2π;

s → −s, z → −z. В системе (14) a13, a23, . . . кубическая форма относительно s, ζ, ζ̄. Под-
ставляем (13), (14) в уравнение (11). В результате относительно σ3, σ4, . . . получаем
рекуррентную последовательность уравнений вида

Bσk = Qk, k = 3, 4, . . . (15)

Здесь Qk – форма k-го порядка относительно s, ζ, ζ̄. Имеет место равенство

Q3 = −4

3

(
s+ ζ + ζ̄

)3
.

Коэффициенты формы Qk выражаются через коэффициенты формы σs, 3 6 s < k

полиномиальным образом. Оператор B является диагональным оператором на мно-
жестве всех многочленов относительно s, ζ, ζ̄. Собственными функциями оператора
B являются мономы sj1ζj2 ζ̄j3 :

Bsj1ζj2 ζ̄j3 = (−|j2 − j3|+ (j2 − j3)
2)sj1ζj2 ζ̄j3 . (16)

Из условия разрешимости уравнения (15) для k = 3 следует

a13 = −4

3
s3, a23 = −4s2z − 4z2z̄. (17)

В этом случае уравнение (15) имеет решение

σ3 = −2

9

(
ζ3 + ζ̄3

)
.

Коэффициенты формы σ3 определены с точностью O(∥(β − 1), α∥). Систему (14),
учитывая отмеченную выше инвариантность и равенства (17), можно представить в
форме

ṡ = s(−α− 4

3
s2 − 8zz̄ + g1(s

2, zz̄, α, β)),

ż = z(β − 1− α− 4s2 − 4zz̄ + g2(s2, zz̄, α, β)),
(18)

где gk(u, v, α, β) = O(∥(u, v)∥), k = 1, 2. В системе (18) опустим функции gk, k = 1, 2.
Перейдем от полученной полиномиальной системы уравнений к факторсистеме

ṗ = 2p(−α− 4

3
p− 8r),

ṙ = 2r(β − 1− α− 4p− 4r),
(19)
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где p = s2, r = zz̄. Эта система принадлежит к двупараметрическому семейству
уравнений Лотка-Вольтерра легкого типа. Бифуркационные диаграммы в этих се-
мействах представлены в [5], [6] . В силу условий теоремы и согласно [5], [6] систе-
ма (18) имеет неустойчивое нулевое решение и орбитально экспоненциально устой-
чивое инвариантное множество s = 0, 4zz̄ = β − 1 − α + O((β − 1 − α)2) целиком
состоящее из стационарных точек. Рассуждения, аналогичные использованным при
доказательстве теоремы 1, завершают доказательство теоремы.

В случае α < 0, (β − 1) − α > 0 динамика системы (18), а, следовательно, и
динамика уравнения (11) является более богатой. В следующей теореме, полученной
на основе анализа систем (19), (18), приведены условия, при которых уравнение (11)
в окрестности нуля имеет наибольшее число различных стационарных режимов.

Теорема 3. Существуют такие a > 0, δ0 > 0, что если ∥(β − 1, α)∥ < δ0, α < 0,
2(β − 1) + α > 0, (β − 1) + 2α < 0, то уравнение (11) имеет два пространствен-
но однородных стационарных решений ξ0(α, β), −ξ0(α, β) и пять пространственно
неоднородных стационарных решений ξ1(θ, α, β), ξ±2 (θ, α, β), −ξ±2 (θ, α, β). Имеет ме-
сто равенства

ξ0(α, β) =
1

2
(−2α)1/2 +O((−α)3/2),

ξ±2 (θ, α, β) = ±1

2
(
3

5
(2(β − 1) + α))1/2 + (−1

5
(2α+ β − 1))1/2 cos θ +O(∥(β − 1, α)∥).

Функция ξ1(θ, α, β) удовлетворяет равенству (12). Решения ξ0(α, β), −ξ0(α, β)

экспоненциально устойчивы, решение ξ1(θ, α, β) орбитально экспоненциально
устойчиво. Нулевое решение и решения ξ±2 (θ, α, β), −ξ±2 (θ, α, β) неустойчивы. Урав-
нения (11) для ∥ξ∥1 < a неблуждающих точек, кроме указанных выше стационар-
ных точек и их сдвигов, не имеет.

Переход от кубической функции к квадратичной, как правило, существенно
усложняет бифуркационный анализ. Рассмотрим в этой связи уравнение (1). В каче-
стве фазового пространства уравнение (1) примем пространство H2(S1). Собствен-
ным значением оператора:

L3(α, β)ξ = −β
√
−∆ξ + 2α∆ξ +∆2ξ

в пространстве H2(S1), соответствующим собственной функции eikθ, является:

λk(α, β) = −β|k| − 2αk2 + k4

Очевидно, λ0(α, β) = 0. Обозначим γ = β + 2α− 1.

Теорема 4. Существует такое δ0, что если 0 < β + 2α− 1 < δ0, то уравнение (1)
имеет решение вида:

ξ0(t, θ, α, β) = V t+ χ(θ), (20)
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где
χ(θ) = 2(3γ)1/2 cos θ + · · · , V = −18γt+ · · · .

Решение ξ0 устойчиво.

Доказательство. Уравнение (1) имеет экспоненциально устойчивое трехмерное
центральное многообразие V , инвариантное относительно группы вращения окруж-
ности. Для точек ξ ∈ V имеет место представление

ξ = s+ zeiθ + z̄e−iθ + σ2

(
s, zeiθ, z̄e−iθ

)
+ · · · , (21)

где σ2(s, ζ, ζ̄) квадратичная форма относительно s, ζ, ζ̄. Ограничение уравнения (1)
на V приводит к системе

ṡ = a12(s, z, z̄) + · · · ,
ż = zγ + a22(s, z, z̄) + · · · , (22)

где a12(s, z, z̄), a
2
2(s, z, z̄), . . . квадратичные формы относительно s, z, z̄. Подставля-

ем (21), (22) в уравнение (1). В результате относительно σ2, σ3, . . . получаем рекур-
рентную последовательность уравнений вида:

Bσk = Qk, k = 2, 3, . . . , (23)

где Qk – форма k-го порядка относительно s, ζ, ζ̄. Имеет место равенство:

Q2 = (ζ − ζ̄)2. (24)

Оператор B является диагональным оператором на множестве всех многочле-
нов относительно s, ζ, ζ̄. Собственными функциями оператора B являются мономы
sj1ζj2 ζ̄j3 :

Bsj1ζj2 ζ̄j3 = (−β|j2 − j3| − 2α(j2 − j3)
2 + (j2 − j3)

4)sj1ζj2 ζ̄j3 (25)

Из равенств (24), (25), уравнения (23) следует:

a12 = −2zz̄, a22 = 0, σ2 =
1

12
(ζ2 + ζ̄2).

Из условия разрешимости уравнения (23) для k = 3 находим a13, a
2
3. Подставляем

a13, a
2
3 в систему (22). В результате получаем систему, инвариантную относительно

преобразования s → s, z → ze−iφ, φ ∈ R/ mod 2π, вида

ṡ = −2zz̄ + · · · ,
ż = z(β + 2α− 1− 1

3
zz̄ + · · · ).

(26)

Второе уравнение системы (26) не содержит переменной s, а правая часть пер-
вого уравнения является функцией zz̄. Второе уравнение системы (26) имеет при
0 < β+2α− 1 < δ орбитально экспоненциально устойчивое семейство инвариантных
окружностей

|z| = r0 = (3(β + 2α− 1))1/2 +O(β + 2α− 1),
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состоящее из стационарных точек. Очевидно, что решение s = −2r20t первого урав-
нения системы (26) является устойчивым.

3. Две пары нулевых собственных значений

Рассмотрим в пространстве H2(S1) уравнение

ξ̇ − β
√
−∆ξ + 2α∆ξ +∆2ξ + γξ +

4

3
ξ3 = 0. (27)

В этом уравнение α, β будем считать параметрами. Собственным значением опе-
ратора

L4ξ = −β
√
−∆ξ + 2α∆ξ +∆2ξ + γξ

в пространстве H2(S1), соответствующим собственной функции eikθ, является

λk(α, β) = β|k| − 2αk2 + k4 + γ, k = 0,±1, . . . .

Рассмотрим систему уравнений

−β − 2α+ 1 + γ = 0,

−2β − 8α+ 16 + γ = 0.
(28)

Пусть γ ∈ (4, 12). В этом случае система (28) имеет решение α = α∗ =
14− γ

4
,

β = β∗ =
3γ − 12

2
лежащее в первой четверти пространства параметров (α, β). Оче-

видно, λ±1(α
∗, β∗) = 0, λ±2(α

∗, β∗) = 0. Уравнение (27) инвариантно относительно
отражения ξ → −ξ. Экспоненциально устойчивое четырехмерное центральное много-
образие V уравнения (27) инвариантно относительно группы вращения окружности
и преобразования ξ → −ξ. Для точек ξ ∈ V имеет место представление

ξ = z1e
iθ + z̄1e

−iθ + z2e
i2θ + z̄2e

−i2θ + σ3(z1e
iθ, z̄1e

−iθ, z2e
i2θ, z̄2e

−i2θ, α, β) + · · · ,

где σ3, . . . кубическая, . . . формы относительно ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2. Действуя также, как и
выше, приходим к заключению, что сужение уравнения (27) на V приводит к системе

ż1 = z1(β − β∗ + 2(α− α∗)− 4z1z̄1 − 8z2z̄2) + f1(z, α− α∗, β − β∗),

ż2 = z2(2(β − β∗) + 8(α− α∗)− 8z1z̄1 − 4z2z̄2) + f2(z, α− α∗, β − β∗),
(29)

которая инвариантна относительно преобразования

z1 → z1e
iφ, z2 → z2e

i2φ, φ ∈ R/ mod 2π; z1 → −z1, z2 → −z2.

В системе (29) ∥fk(z, α − α∗, β − β∗)∥ = O(∥z∥5), k = 1, 2. Опустим в системе
уравнений (29) функции fk, k = 1, 2 и перейдем от полученной полиноминальной
системы уравнений к факторсистеме

ρ̇1 = 2ρ1(β − β∗ + 2(α− α∗)− 4ρ1 − 8ρ2),

ρ̇2 = 2ρ2(2(β − β∗) + 8(α− α∗)− 8ρ1 − 4ρ2).
(30)
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Система (30) является двупараметрическим семейством уравнений Лотка-
Вольтерра легкого типа. Результаты в [5, 6] по бифуркационному анализу в двупара-
метрических семействах уравнений Лотка-Вольтерра легкого типа позволяют дать
полное описание бифуркационных диаграмм и перестроек в системе (29) в окрест-
ности нуля. Представление V центрального многообразия приводит к соответствую-
щим результатам для уравнения (27). Ограничимся ниже описанием динамики урав-
нения (27) в наиболее интересной области изменения параметров. Отметим, что в
формулируемой теореме 5 представление инвариантного тора, векторного поля на
нем получено, исходя из указанных выше свойств инвариантности, а также анализа
разложения функций fk, k = 1, 2 в системе (29).

Теорема 5. Существуют такие a > 0, δ0 > 0, что если ∥(α − α∗, β − β∗)∥ < δ0,
β − β∗ + 2(α − α∗) > 0, 2(β − β∗) + 8(α − α∗) > 0, 3(β − β∗) + 14(α − α∗) > 0,
α− α∗ > 0, то уравнение (27) имеет два орбитально экспоненциально устойчивых
пространственно неоднородных стационарных решений ξ1(θ, α, β), ξ2(θ, α, β). Име-
ют место равенства

ξ1(θ, α, β) = (β − β∗ + 2(α− α∗))1/2 cos θ + · · · ,
ξ2(θ, α, β) = (2(β − β∗) + 8(α− α∗))1/2 cos 2θ + · · · .

Уравнение (27) имеет двумерный инвариантный тор, определяемый равенством

ξ = (
3(β − β∗) + 14(α− α∗)

3
)1/2(1 + (α− α∗)r1(φ1, φ2, α, β)) cos(θ + φ2)+

+((α− α∗)1/2 + (β − β∗)1/2(α− α∗)r2(φ1, φ2, α, β))2 cos(2θ + φ2) + · · · ,
(31)

где r1(φ1, φ2, α, β), r2(φ1, φ2, α, β) — 2π-периодические функции φ1, φ2. Ограниче-
ние уравнения (27) на тор (31) определяется системой уравнений

φ̇1 = (3(β − β∗) + 14(α− α∗))1/2(α− α∗)g(2φ1 − φ2, α, β),

φ̇2 = 0,

где g(ϕ, α, β) — 2π-периодическая функция ϕ.
Решение ξ1(θ, α, β), ξ2(θ, α, β) орбитально экспоненциально устойчивы. Тор и ну-

левое решение уравнения (27) неустойчивы.
Уравнение (27) в области ∥ξ∥1 < a неблуждающих точек, отличных от точек,

принадлежащих указанным выше инвариантным множествам и их сдвигам, не
имеет.
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