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Abstract
The survey of results about the number of independent sets in graphs and the number of sum-free

sets of the segment [1, n] of natural numbers is given. A theorem about the number of independent sets
in quasi-regular graphs is proved.

Введение

Данная работа посвящена решению некоторых перечисленных задач из теории
групп и теории чисел с помощью теории графов. Пусть задано множество G с опе-
рацией сложения +. Подмножество A ⊆ G называется свободным от сумм, если для
любых a, b ∈ A их сумма a + b не принадлежит множеству A. Это понятие было
введено Шуром, который доказал, что нельзя разбить отрезок [0, n] на фиксирован-
ное число подмножеств, свободных от сумм, если n достаточно велико по сравнению
с числом подмножеством. В [3] Камерон и Ердеш доказали, что число множеств,
свободных от сумм, в отрезке n�3, n равно O

(
2n�2

)
. Н. Алон [1] и независимо Н.

Калкин [2] доказали, что число s(n) множеств, свободных от сумм, в отрезке n�3, n

равно s(n) = 2n(1�2+o(1)). Для произвольного ε > 0 обозначим через sε(n) число мно-
жеств, свободных от сумм, в отрезке

[(
1
4

+ ε
)
n, n

]
. В [5] доказана следующая

Теорема 1. Существует константа c > 0, зависящая от ε такая, что для всякого
ε > 0

sε(n) 6 c2n�2. (1)

В [4] и в несколько другой формулировке в и с ε ≈ 10−8 доказана

Теорема 2. Для достаточно больших четных n для любой абелевой группы G чет-
ного порядка n с числом подгрупп индекса 2, равным t,

t · 2n�2 − 2(n�4)(1+o(1)) 6 s(n) 6 t · 2n�2 + 2n(1�2−ε), (2)

где ε > 0.017.

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть f(n) = n3�4 log n. Тогда существует абсолютная константа
c > 0, что для числа ŝ(n) множеств, свободных от сумм в отрезке [f(n), n], вы-
полняется неравенство ŝ(n) 6 c2n�2.
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При доказательстве используются теорема Фреймана из [8] и доказываемая ниже
теорема 18 Для произвольного подмножества K множества G с операцией сложения
+ положим K +K = {a+ b : a, b ∈ K}.

Теорема 4. (Г. А. Фреймана) Пусть K − конечное множество натуральных чисел.
Тогда

|K +K| > 2|K| − 1.

Если при этом

|K +K| > 2|K| − 1 + b, 0 6 b 6 |K| − 3,

то K содержится в арифметической прогрессии длины |K|+ b.

Обзор резутьтатов о числе независимых множеств в графах

Граф с n вершинами, в котором минимальная степень вершины равна k, а мак-
симальная не превосходит k + θ, назовем (n, k, θ) − графом. Везде в дальнейшем
предполагается, что n и k достаточно велики, а θ = o(k) при k → ∞. При выпол-
нении последнего условия (n, k, θ) − граф называется почти регулярным. Подмно-
жество A вершин графа G называется независимым, если подграф, порожденный
множеством A, не содержит ребер. Семейство всех независимых множеств графа G
обозначим через Ĩ(G) и положим I(G) = |Ĩ(G)|. Пусть G = (V ; E) − граф с мно-
жеством вершин V и множеством ребер E, а ν ∈ V . Назовем границей вершины ν

в графе G множество ∂ν = {u : (u, ν) ∈ E}. Ясно, что σ(ν) = |∂ν| есть степень
вершины ν. Границу подмножества A вершин графа G, определим как множество

∂A =

(⋃
ν∈A

∂ν

)
r A.

Пусть 0 6 δ < 1. Граф G = (V ; E) назовем δ − расширителем, если
|A| 6 |∂A|(1−∂) для всех A ∈ Ĩ(G). Ниже представлен обзор результатов, касающих-
ся числа независимых множеств в графах и доказывается теорема 18 Справедливо
следующее очевидное утверждение

Теорема 5. Для всякого графа Γ на n вершинах

n+ 1 6 I(Γ) 6 2n. (3)

Нижняя граница достигается на полном графе, верхняя - на пустом.
Следующая часть результатов касается деревьев, цепей и циклов. Пусть Pn − цепь

на n вершинах, а Sn − звезда, т. е. дерево с n вершинами, имеющее вершину степени
n− 1.

Теорема 6. Для любого дерева T на n вершинах

ϕn+2 = I(Pn) 6 I(T ) 6 I(Sn) = 2n−1 + 1, (4)
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где {ϕn, n = 1, 2, ..., } последовательность Фиббоначчи: 1,2,3,5,...

Обозначим через Cn цикл на n вершинах.

Теорема 7. Пусть ϕ̂n, последовательность, такая, что ϕ̂1 = 1, ϕ̂2 = 3,

ϕ̂n+2 = ϕ̂n+1 + ϕ̂n. Тогда
I(Cn) = ϕ̂n. (5)

Теорема 8. Пусть n = km + r, r < k. Тогда для любого леса F на n вершинах с k
компонентами связности без изолированных вершин

3k−1ϕn−2k+4 6 I(F ) 6 (2m + 1)r
(
2m−1 + 1

)k−r
. (6)

Для регулярных и почти регулярных графов известно следующее. Н. Алоном [1]
доказана следующая

Теорема 9. Для любого k - регулярного графа Γ на n вершинах

I(Γ) 6 2n(1�2+O(k−0.1)). (7)

Граница [7] достижима на графе Hn,k, представляющем собой объединение n�2k

попарно непересекающихся полных двудольных графов степени k, каждый из кото-
рых имеет 2k вершин. Для такого графа

I(Hn,k) = (2k+1 − 1)n�2k = 2n(1�2+O(k−1)). (8)

Н. Алон [1] предположил, чтоHn,k имеет наибольшее число независимых множеств
среди k - регулярных графов на n вершинах. Это предположение было частично
доказано в работе Кана [9], где получен следующий результат:

Теорема 10. Для всякого k - регулярного двудольного графа Γ на n вершинах

I(Γ) 6 2(n�2k) log(2k+1−1). (9)

Пусть Bn есть n - мерный единичный куб, который является n - регулярным
графом на N = 2n вершинах. А. Д. Коршунов и А. А. Сапоженко [10] доказали
следующее утверждение.

Теорема 11.
I(Bn) ∼ 2

√
e22n−1

= 2
√
e2N�2. (10)

Обозначим степень вершины ν через σ(ν). Граф Γ на n вершинах назовем
(n, k, θ) − графом, если k 6 σ(ν) 6 k+ θ для любой вершины ν. Назовем (n, k, θ)−
graph Γ почти регулярным, если θ/k = ε(k), где ε(k)→ 0 при k →∞.

А.А. Сапоженко [6] доказал следующие три утверждения.

Теорема 12. Для произвольного (n, k, θ) − графа Γ

I(Γ) 6 2
n
2

(
1+O

(
θ�k+
√

(log k)/k
))
. (11)
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Этот рузультат улучшает остаточный член в оценке Алона из [1] и обобщает ее на
почти регулярные графы.

Обозначим через Iβ(Γ) число подмножеств A ∈ Ĩ(Γ), таких, что
||A| − n�4| > βn�4.

Теорема 13. Пусть Γ = (V ; E) является (n, k, θ) − графом и 0 < β < 1. Обо-
значим через Iβ(Γ) число подмножеств A ∈ Ĩ(Γ), таких, что ||A| − n/4| > βn/4.
Тогда

Iβ(Γ) 6 2
n
2

(
β2

2 ln 2
+O

(
θ
k

+
√

log k
k

))
. (12)

Теорема 14. Пусть (n, k, θ) − граф Γ = (V ; E) является δ − расширителем для
некоторого 0 6 δ < 1. Тогда 1

I(Γ) 6 2
n
2

(
1−δ�7+O

(
θ/k+
√

(log k)/k
))
. (13)

Приведем некоторые результаты о двудольных графах. Н. Алон доказал следую-
щую оценку.

Теорема 15. Пусть Γ − двудольный граф на n вершинах, такой, что
|σ(ν)− k| 6 k5�8 для вякой величины ν. Тогда

I(Γ) 6 2n(1�2+O(k−0.1)). (14)

Двудольный граф Γ = (X,Z;E) с долями вершин X и Z назовем двудольным
(ε, δ) − расширителем, если |A| 6 |∂A|(1− δ) для всех A ⊆ X, таких что |A| 6 ε|X|
для всех A ⊆ Z, таких, что |A| 6 ε|Z|. В получен следующий результат.

Теорема 16. Пусть (n, k, θ) − граф Γ = (X,Z;E) является двудольным (1�2, δ)−
расширителем, n и k достаточно велики. Кроме того пусть z − наибольшее из
решений уравнения x = log(2ex�cδ). Тогда

2|X| + 2|Z| − 1 6 I(Γ) 6
(
2|X| + 2|Z|

) (
1 + 2−kδ�z+O(

√
k log k+θ)

)
. (15)

Рассмотрим теперь случайные графы на n вершинах, такие, что каждое ребро
появляется случайно и независимо с вероятностью 1�2.

Теорема 17. С вероятностью, стремящейся к 1 при n → ∞, т. е. почти всегда
выполнено

I(Γ) = 2((1�2) log2 n−logn log logn+(logn)). (16)

При доказательстве теоремы 3 мы опираемся на следующее утверждение.

1Здесь и далее log n = log2 n.
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Теорема 18. Пусть в n - вершинном графе G максимальная степень вершины
равна m, минимальная степень вершины равна l, доля вершин степени, меньшей
чем k−θ, не превышает δ, а доля вершин степени, большей чем k+θ, не превышает
∆ и l 6 k − θ 6 k + θ 6 m. Тогда

I(G) 6 2
n
2 (1+δ(1−l�k)+∆(m�k−1)+o((θ+

√
k log k)�k)). (17)

Доказательство. С небольшими изменениями оно повторяет доказательство теоре-
мы 2 из [6]. Для произвольного независимого множества A построим множество T с
помощью следующей пошаговой процедуры.

Шаг 1. Пусть u1 − произвольная вершина из A. Положим T1 = {u1}. Пусть сделано
m шагов и построено множество Tm = {u1, ...um}.

Шаг m+ 1. Если существует um+1 ∈ A такая, что |∂um+1 r ∂Tm| > ϕ, то полагаем
Tm ∪ {um+1}. В противном случае процесс заканчивается и полагаем T = Tm. Это
множество T будем называть ϕ − локализатором множества A. Число независимых
множеств A, для которых множество T является ϕ − локализатором, обозначим
I(G, T ). Определим для каждого такого T

D = D(T ) = {ν ∈ V r ∂Tm : |∂ν r ∂T | < ϕ}.

Обозначим через D1 ту часть вершин ν ∈ D, для которых |∂ν ∩ ∂T | > k − θ − ϕ,
а через D2 − множество вершин ν ∈ ∂T , для которых |∂ν| > k + θ. Рассмотрим
двудольный подграф графа G с долями вершин D и ∂T . Степень каждой вершины
из D1 не меньше (k−ϕ− θ), а степень каждой вершины из ∂T rD2 не больше k+ θ.
Поэтому |D1|(k − θ − ϕ) + |D rD1|(l − ϕ) 6 (|∂T | − |D2|) (k + θ) + |D2|m.

С учетом того, что |D| − ∂n 6 |D1|, |∂T | 6 n− |D| и |D2| 6 ∆n, имеем

|D| 6 n
k + θ + δ(k − θ − l) + ∆(m− k + θ)

2k − ϕ
=

=
n

2
(1 + δ(1− l�k) + ∆(m�k − 1) +O((θ + ϕ)�k)). (18)

Положим ϕ =
√
k log k. Заметим, что |T | 6 |∂A|�ϕ по построению и |∂A| 6 n для

любого A. Следовательно, в семействе Ψ = Ψ(n, ϕ) всех подмножеств множества
[1, n], мощности, не превосходящей n�ϕ, для каждого независимого множества A

найдется T ∈ Ψ, являющееся ϕ − локализатором для A.
Ясно, что

|Ψ| =
∑
i6n�ϕ

Ci
n 6 2n

√
log k
k . (19)

В силу(18) и включения A ⊆ D

I(G, T ) 6 2|D| 6 2
n
2

(1+δ(1−l�k)+∆(m�k−l)+O((θ+ϕ)�k)).
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Отсюда с учетом(19) получаем

I(G) 6
∑
T∈Ψ

I(G, T ) 6 2
n
2

(1+δ(1−l�k)+∆(m�k−l)+O((θ+ϕ)�k)).
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