
ÓÄÊ 519.68+519.2

ÊÀÊ ÎÖÅÍÈÒÜ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ

I. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÏÐÎÁËÅÌÓ È ÒÎ×Å×ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ 1

Ñ.È. Ãóðîâ

Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, ô-ò ÂÌèÊ ÌÃÓ èì. M.B. Ëîìîíîñîâà
E-mail: sgur@cs.msu.su, gurov@ccas.ru.

Abstract.
In this paper, the new dot statistical estimations of pattern algorithms reliability are presented. These

estimations can be used when shot training samples are given.

Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ íå ñâîäèòñÿ ê ìåòîäàì ðàçäåëåíèÿ íàáîðîâ

ïîäìíîæåñòâ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ çàêàç÷èêà âàæíî íå òîëüêî ïîëó÷èòü

àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé (âîçìîæíî ñ íåêîòîðûìè îøèáêàìè) òðåáóåìîå ðàçäåëåíèå

êëàññîâ, íî è èìåòü îöåíêó íàäåæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ò.å. çíàòü,

êàê ÷àñòî äàííûé àëãîðèòì áóäåò îøèáàòüñÿ ïðè êëàññèôèêàöèè âíîâü ïðåäúÿâëÿå-

ìûõ îáúåêòîâ. ßñíî, ÷òî óêàçàííàÿ îöåíêà íàïðÿìóþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íà ïðàêòèêå æå äàòü òàêóþ îáîñíîâàííóþ îöåíêó ÷àñòî îêà-

çûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.

Íåñìîòðÿ íà óêàçàííóþ âàæíîñòü, ìåòîäû îöåíêè íàäåæíîñòè âûáðàííîãî ðåøà-

þùåãî ïðàâèëà ðàçâèòû çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïîçíàþùèõ

àëãîðèòìîâ.

Ïðîáëåìà óñóãóáëÿåòñÿ åù¼ è òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñïî-

çíàâàíèÿ îáðàçîâ ÷àñòî ïðèõîäèòüñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ìàëûì ÷èñëîì èìåþùèõñÿ â

íàëè÷èè ïðåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ëèáî ïàðà-

ìåòðû ôîðìóë îöåíêè îøèáîê ðàñïîçíàâàíèÿ íàõîäÿòñÿ âíå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè

ìåòîäà, ëèáî ïîëó÷åííûå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ñèëüíî çàíèæåííûìè èëè çàâûøåííû-

ìè è èíòóèòèâíî íåïðèåìëåìûìè äëÿ çàêàç÷èêà, êàê, íàïðèìåð, íóëåâàÿ òî÷å÷íàÿ

îöåíêà îøèáêè ïðè êîððåêòíîì àëãîðèòìå ðàñïîçíàâàíèÿ.

Âûøåñêàçàííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè ïðåäëîæèòü íîâûå ïîäõîäû ê

ïîñòðîåíèþ îöåíîê íàä¼æíîñòè àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, ñïîñîáíûõ îõâàòèòü âàæ-

íûé ñëó÷àé ìàëîãî ÷èñëà ïðåöåäåíòîâ. Â äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ îáùåå ââåäåíèå â

ïðîáëåìàòèêó è ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷å÷íûå îöåíêè îøèáîê êëàññèôèêàöèè. Èíòåð-

âàëüíûì îöåíêàì áóäåò ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ñòàòüÿ.
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïîä ïðîñòðàíñòâîì îáðàçîâ X áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé êîìïàêò.

Îáû÷íî òàêæå ñ÷èòàþò, ÷òî X åñòü ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî

÷èñëà n ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèçíàêàì, è íàçûâàþò åãî ïðè-

çíàêîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îäíàêî ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ñóùåñòâåííîå ïðè ïîñòðîåíèè

êëàññèôèêàòîðîâ, íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè ïîñòðîåí-

íûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Ýëåìåíòû X íàçûâàþòñÿ îáðàçàìè. Ìíîæåñòâî X ïîëàãàåòñÿ ðàçáèòûì íà êîíå÷íîå

÷èñëî s > 2 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé {Xt}, t = 1, s, íàçûâàåìûõ êëàññàìè.

Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ðàçáèåíèè X íà êëàññû îãðàíè-

÷èâàåòñÿ çíàíèåì î ïðèíàäëåæíîñòè ê òîìó èëè èíîìó êëàññó êîíå÷íîãî ÷èñëà

x1, x2, . . . , xm ýëåìåíòîâ X . Òàêèå îáðàçû ñ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé íàçûâàþò

ïðåöåäåíòàìè, à èõ ñîâîêóïíîñòü � îáó÷àþùåé âûáîðêîé (èëè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ) x̄m (äëèíû èëè îáú¼ìà m). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Y ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ êëàññîâ

{K1, . . . , Ks} ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∗ : X→ Y, î êîòîðîé èçâåñòåí

ëèøü íàáîð åå çíà÷åíèé f ∗{(xi)}m
i=1 = f̄ ∗(x̄m) â òî÷êàõ x̄m . Ôóíêöèÿ f ∗ íàçûâàåòñÿ

èñòèííûì êëàññèôèêàòîðîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè â äåòåð-

ìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå. Êëàññèôèêàòîðîì èëè ðåøàþùèì ïðàâèëîì (ð.ï.) íàçû-

âàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : X→ Y (õîòÿ íà êëàññ òàêèõ ôóíêöèé íà ïðàêòèêå íàêëà-

äûâàþòñÿ òå èëè èíûå îãðàíè÷åíèÿ). Êëàññèôèêàöèÿ îáðàçà x ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè

çíà÷åíèÿ f(x). Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ôóíêöèþ f è ðåàëèçóþùèé åå àëãîðèòì.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé â

íåêîòîðîì ñìûñëå êëàññèôèêàòîð f(x), à èìåííî òàêîé, ÷òîáû ïðè ïðåäúÿâëåíèè

ýëåìåíòîâ x èç X â ïðîöåññå êëàññèôèêàöèè íà ïðàêòèêå ðàâåíñòâî f(x) = f ∗(x)

(ïðàâèëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ), âûïîëíÿëîñü ¾êàê ìîæíî ÷àùå¿. Êîëè÷åñòâåííî îöå-

í¼ííàÿ ñòåïåíü óâåðåííîñòè ν â ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî ðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî x ∈ X íàçûâàåòñÿ íàäåæíîñòüþ êëàññèôèêàöèè. Çàäà÷à îöåíêè íàäåæíîñòè ð.ï.

è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ν.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ îöåíêè íàäåæíîñòè ð.ï. â ðàñ-

ïîðÿæåíèè ðàçðàáîò÷èêà èìåþòñÿ ëèøü íàáîðû çíà÷åíèé íà ïðåöåäåíòàõ èñòèííîãî

è ïîñòðîåííîãî êëàññèôèêàòîðîâ è, âîçìîæíî, íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìà-

öèÿ î ¾âàæíîñòè¿ ñàìèõ ïðåöåäåíòîâ. Íàáîð îáðàçîâ ñ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöè-

åé, èñïîëüçóþùèéñÿ äëÿ îöåíêè íàäåæíîñòè âûáðàííîãî ð.ï. íàçûâàåòñÿ ýêçàìåíà-

öèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (âûáîðêîé). Â ýêçàìåíàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìîãóò âõîäèòü ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ýëåìåíòû îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

âîçìîæíî ïîïîëíåííûå çà ñ÷åò íàáîðà äîïîëíèòåëüíûõ êîíòðîëüíûõ ïðåöåäåíòîâ.

Âàæíîñòü ïðåöåäåíòîâ, ó÷èòûâàþùàÿ èõ çíà÷èìîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòåðü ïðè îøè-

áî÷íîé èõ êëàññèôèêàöèè è/èëè îòðàæàþùàÿ ÷àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè àíàëîãè÷íûõ
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îáðàçîâ íà ïðàêòèêå îïèñûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â âèäå íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ. Âåê-

òîð âåñîâ {γi = {γ(xi)}m
i=1 = γm ïðåöåäåíòîâ x̄m ìû áóäåì âêëþ÷àòü â ïîíÿòèå ïðå-

öåäåíòíîé èíôîðìàöèè âìåñòå ñ ñàìèìè ïðåöåäåíòàìè è óêàçàííûìè íàáîðàìè çíà-

÷åíèé êëàññèôèêàòîðà íà íèõ.

×àñòî çàêàç÷èêó íåîáõîäèìî èìåòü îáîñíîâàííóþ îöåíêó íàäåæíîñòè ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ ëèøü äàííîé ïðåöåäåíòíîé èíôîð-

ìàöèè è íåâîçìîæíîñòè íè å¼ ïîïîëíåíèÿ, íè îðãàíèçàöèè ïðîâåðêè â õîäå ïðàêòè-

÷åñêîãî ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà êëàññèôèêàöèè2. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îöåíèâàòü âåëè÷èíó

ν ïðèõîäèòüñÿ ëèøü ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèé {f ∗(xi), f(xi)} è âåñîâ γ(xi) ïðåöåäåí-

òîâ x1, x2, . . . , xm. ßñíî, ÷òî òàêàÿ îöåíêà áóäåò àäåêâàòíîé â òîé èëè èíîé ñòåïåíè,

åñëè ñîñòàâ ýêçàìåíàöèîííîé âûáîðêè áóäåò îòðàæàòü õàðàêòåð ïîÿâëåíèÿ íîâûõ

ïðåäúÿâëÿåìûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè àëãîðèò-

ìà êëàññèôèêàöèè. Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî îáðàçû èç îäíèõ ïîäîáëàñòåé X ìîãóò

âñòðå÷àòüñÿ ÷àùå, ÷åì èç äðóãèõ, è ñîñòàâ íàáîðà ïðåöåäåíòîâ äîëæåí îòðàæàòü ýòîò

ôàêò.

Óêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå î ñâîéñòâàõ îáó÷àþùåé è ýêçàìåíàöèîííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé íàçîâåì ãèïîòåçîé ïðåäñòàâèòåëüíîñòè (ÃÏ). Òî÷íåå, ïîä ÃÏ ìû

áóäåì ïîíèìàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ îòðàæàåò,

ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåë¼ííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîÿâëÿ-

þùèõñÿ îáðàçîâ ïî ðàçëè÷íûì ïîäîáëàñòÿì X â ïðîöåññå êëàññèôèêàöèè íà ïðàê-

òèêå.

Ãèïîòåçà ïðåäñòàâèòåëüíîñòè, ïðèíÿòàÿ â òîé èëè èíîé ôîðìå â ðàìêàõ êîíêðåò-

íîé çàäà÷è, âìåñòå ñ ãèïîòåçîé êîìïàêòíîñòè (ÃÊ)3 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ôàêòî-

ðîì ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè ïîñòðîåííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà, íà êîòîðîì îñíîâû-

âàþòñÿ âñå äàëüíåéøèå âûâîäû.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ äàííàÿ âåñüìà îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû

ïðåäñòàâèòåëüíîñòè ôîðìàëèçóåòñÿ â òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå. Òàêàÿ ôîðìà-

ëèçàöèÿ (îäíîâðåìåííî ñ ïðèâåäåííûì âûøå èíòóèòèâíûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíî-

ñòè êëàññèôèêàòîðà) ïðîâîäèòñÿ â âåðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ4. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëà-

ãàþò, ÷òî X îáëàäàåò âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ(·), ò.å. äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X

2Íàïðèìåð, êîãäà ïîëó÷åíèå íîâîãî ïðåöåäåíòà ñâÿçàíî ñ ïðîâåäåíèåì äîðîãîñòîÿùåãî èññëåäî-
âàíèÿ èëè íåâîçìîæíî ïðèíöèïèàëüíî (ðàñïîçíàâàíèå è ïðîãíîçèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëü-
íûõ ïðîöåññîâ, â ìåäèöèíå, ïîëèòèêå, âîåííîì äåëå è ò.ä.).

3¾Îáðàçàì ñîîòâåòñòâóþò êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå âûáðàííûõ
ñâîéñòâ¿ [1]. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè íóæäàåòñÿ â ñó-
ùåñòâåííîé êîððåêòèðîâêå, îäíàêî ýòîò âîïðîñ íå îòíîñèòñÿ ê òåìå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Áîëåå
ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëèðîâêó ÃÊ ñì. â [16].

4Áûëî áû êðàéíå èíòåðåñíî ïðåäëîæèòü íåâåðîÿòíîñòíóþ ôîðìóëèðîâêó ãèïîòåçû ïðåäñòàâè-
òåëüíîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî áû ïîäîéòè ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå ñ ñîâåðøåííî íîâîé ñòîðîíû.
Íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî íå÷åòêèå ìíîæåñòâà èëè òåîðèþ âîçìîæíîñòåé [27]?

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2002
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ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫
X

µ(dx) = P (X) > 0 Ð(X) = 1.

P (X) íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà X. Âå-

ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À áóäåì îáîçíà÷àòü Ð(À) èëè Ð{À}. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïî-
ëàãàþò è ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ð(x) íà X : ð(x) = µ(dx)/dx.

Äàëåå ïðèíèìàþò, ÷òî è îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, è îáðàçû ñ íåèçâåñòíîé ïðèíàäëåæíî-

ñòüþ ê ïîäìíîæåñòâàì Xt, t = 1, s, êîòîðûå áóäóò â äàëüíåéøåì ïðåäúÿâëÿòüñÿ äëÿ

êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷åíû èç ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ â ðåçóëüòàòå ïîäîáíûõ ïðîöåäóð

âûáîðà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò èõ àíàëîãè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î âåñàõ ïðåöåäåíòîâ (èëè, ÷òî òî æå,

ïðè ðàâåíñòâå âñåõ âåñîâ) ãèïîòåçà ïðåäñòàâèòåëüíîñòè ïðèíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåé

ôîðìå.

Ãèïîòåçà 1. Íà ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâ X çàäàíà (ìîæåò áûòü íåèçâåñòíàÿ) ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (X), X ⊆ X, è ëþáîé ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð

îáðàçîâ xi, x2, . . . , xl ÿâëÿåòñÿ, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî èíà÷å, ðåàëèçàöèåé íåçàâèñè-

ìîé âûáîðêè l ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P (X).

ßñíî, ÷òî ãèïîòåçà 1 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðåïðåçåíòàòèâíîñòè âûáîðêè â ìàòåìàòè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Åñëè Ð(Õ) èçâåñòíî, òî îöåíêà íàäåæíîñòè ïîñòðîåííîãî ð.ï. íå ïðåäñòàâëÿåò òðó-

äà (ñì. íèæå ôîðìóëû (2) è (3)). Äàëåå ìû ñ÷èòàåì ôóíêöèþ Ð(Õ) íåèçâåñòíîé.

Ñòåïåíü óäîâëåòâîðåííîñòè (òî÷íåå, íåóäîâëåòâîðåííîñòè) èññëåäîâàòåëÿ ïîëó-

÷åííûì êëàññèôèêàòîðîì f(x) âûðàæàåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà

R(f):

R(f) ,
∫
X

 ∑
f∗(x)∈Y

∑
f(x)∈Y

Q(f ∗(x), f(x))

 p(x)dx, (1)

ãäå Q : Y× Y→ R>0 (R>0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ,
îçíà÷àåò ¾ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ¿).

Çäåñü Q(Ki, Kj) = cij > 0 � íåêîòîðàÿ âûáðàííàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü èëè øòðà-

ôà çà îòíåñåíèå îáðàçà èç êëàññà Ki, â êëàññ Êj. ×àñòî ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî

cii = 0; cij = 1; i 6= j; i, j = 1, s. Òîãäà R(f) åñòü âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàñ-

ñèôèêàöèè ïðè ïðèìåíåíèè ð.ï. f .

ßñíî, ÷òî ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå çàâèñèìîñòè (1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî ðèñêà

íåâîçìîæíî â ñèëó íåèçâåñòíîñòè f ∗(õ) äàæå ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ð(x).

×òîáû îáîéòè äàííóþ òðóäíîñòü, ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàòîðà ïî ïðåöåäåíòàì

x̄m èñïîëüçóþò ôóíêöèîíàë ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà Re
m(f):
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Re
m(f) ,

1

m

m∑
i=1

Q(f ∗(xi), f(xi)). (2)

Îäíàêî òàêàÿ çàìåíà ôóíêöèîíàëîâ òóò æå ïîðîæäàåò âîïðîñ î ñâÿçè ìèíèìàëü-

íûõ çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ðèñêîâ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðèÿ

V C ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò ê âåðîÿòíîñòÿì â óñëîâèÿõ êîíå÷íîñòè âûáîðîê,

ïðåäëîæåííàÿ Â.Í. Âàïíèêîì è À.ß. ×åðâîíåíêèñîì [4], [5]. Ê ñîæàëåíèþ îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî â ðàìêàõ VC ãàðàíòèðîâàòü ìàëîñòü R(fmin) ïðè ìàëîì Re
m(fmin), ãäå

fmin = arg min
f
{Re

m(f)}

ìîæíî ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îáú¼ìàõ m îáó÷àþùåé âûáîðêè xm.

Ïðîáëåìà îöåíêè íàäåæíîñòè ð.ï. áûëà áû ñíÿòà, åñëè áû óäàëîñü îïðåäåëèòü èëè

õîòÿ áû îöåíèòü âåðîÿòíîñòè pij

pij , P (Xij) =

∫
Xij

p(x)dx, i, j = 1, s, (3)

ãäå Xij , {x |x ∈ X, f∗(x), Ki, f(x) = Kj}. Ïîäîáëàñòè {Xij}s,s
i,j=1 � ýòî s2 îáëàñòåé

ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ X, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿì, êîãäà x ïðèíàäëå-

æèò êëàññó Ki, à ðåøàþùåå ïðàâèëî îòíîñèò åãî ê êëàññó Kj. Ïðè i 6= j pij ñóòü

âåðîÿòíîñòè îøèáîê êëàññèôèêàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðîäà.

Òåïåðü ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ñðåäíèé ðèñê

R(f) =
s∑

i=1

s∑
j=1

cijpij. (4)

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ cii = cr, cii = cw, (i 6= j) ìîæíî ïîëàãàòü X ðàçáèòûì íà äâå

ïîäîáëàñòè � ïðàâèëüíûõ Xr è íåïðàâèëüíûõ Xw êëàññèôèêàöèé è îáîçíà÷èòü

ν = P (Xr). Òîãäà

R(f) = crν + cw(1− ν),

à ïðè cr = 0, cw = 1 èìååì R(f) = 1− ν.

Èòàê, íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè ð.ï. îïðåäåëÿåòüñÿ íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé

{pij}s,s
i,j=1 èëè âåëè÷èíîé ν (âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè).

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè Z = Z(X, s, m, xm, γm, f
∗
(xm)) ñîñòîèò â âûáîðå ð.ï. f, ìè-

íèìèçèðóþùåãî òîò èëè èíîé ôóíêöèîíàë RZ(·) (îáû÷íî ýòî ñðåäíèé ðèñê) è îöåí-

êè ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû RZ(f). Óêàçàííûå ïîäçàäà÷è áóäåì îáîçíà÷àòü Z1 è Z2.

Êîãäà ïîçâîëÿåò èìåþùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ (óäàåòñÿ âîññòàíîâèòü ïëîòíîñòè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé), ýòè ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ ïàðàëåëüíî è ñîãëàñîâàíî. Íà

ïðàêòèêå æå, â ñèëó âûøåóïîìÿíóòûõ ïðè÷èí, îáå ïîäçàäà÷è ðåøàþò, êàê ïðàâèëî,

ïðèáëèæ¼ííî è ðàçäåëüíî (õîòÿ, âîçìîæíî, è èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòû Z2 äëÿ êîð-

ðåêòèðîâêè èëè âûáîðà ðåøàþùèõ ïðàâèë Z1).
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæèòü äëÿ ðåøåíèÿ Z1 ðåøàþùåå ïðàâèëî, îñíîâàííîå íà òåõ

èëè èíûõ èäåÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñëîæíî. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ êëàñ-

ñèôèêàòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ, íàïðèìåð, â [1], [32], [34], [26], [35] è â äðóãèõ èçâåñò-

íûõ ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ. Òàêæå ñóùåñòâóåò [10], [29] óíèâåðñàëüíûé

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ (òî÷íûõ íà ïðåöåäåíòàõ) àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è Z2 çàäà÷è Z ïðè

âûáðàííîì êëàññèôèêàòîðå f (ò.å. Z1 ïîäçàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ óæå ðåø¼ííîé).

Â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà óòî÷íèì, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ¾ìàëîé âûáîðêîé¿.

Ðàçíûå àâòîðû ïî ðàçíîìó îïðåäåëÿþò ýòî ïîíÿòèå. Âûáîðêó ñ÷èòàþò ìàëîé, åñëè

å¼ îáú¼ì íå ïðåâîñõîäèò 200 [14] èëè 50 [38] èëè 30 [30] èëè ¾íåñêîëüêî äåñÿòêîâ¿ [37]

èëè 10-20 [17] èëè 10-15 [30] èëè ¾ìåíüøå ðàñ÷åòíîãî ÷èñëà, îïðåäåëåííîãî ïðè ïî-

ìîùè ñïåöèàëüíîé íîìîãðàììû äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë¿ [22]. ×àñòî âîîáùå íå

îïðåäåëÿþò ýòî ïîíÿòèå. Íàøà òî÷êà çðåíèÿ îñíîâàíà íà ñîîáðàæåíèÿõ, èçëîæåí-

íûõ â [6]. Çäåñü ñïðàâåäëèâî çàìå÷åíî, ÷òî ïðèðàáîòå ñ âûáîðêàìè íåáîëüøèõ îáú¼-

ìîâ ïðèõîäèòüñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò êëàññè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè,

îñíîâàííûõ íà ãðóïïèðîâêå íàáëþäåíèé (ãèñòîãðàììû, êðèòåðèè òèïà X2 è ò.ä.) è

ïåðåõîäèòü ê ìåòîäàì îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè êàæäîé îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè

(ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîðÿäêîâûå êðèòåðèè òèïà êðèòåðèÿ Óèë-

êîêñîíà è äð.). Èòàê, âûáîðêó ñ÷èòàåì ìàëîé, åñëè ïðè å¼ îáðàáîòêå ìåòîäàìè,

îñíîâàííûìè íà ãðóïïèðîâêå íàáëþäåíèé è àïïðîêñèìàöèîííûìè ìåòîäàìè, íåëü-

çÿ äîñòè÷ü çàäàííûõ òî÷íîñòè è äîâåðèòåëüíîñòè5. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ìàëîé

âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì è çàâèñÿùèì îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

2. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íàäåæíîñòè àëãîðèòìîâ

êëàññèôèêàöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îøèáêè

ðàñïîçíàâàíèÿ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè ïðè

îäíîì âûáðàííîì ð.ï., ò.å. êîãäà êëàññèôèêàòîð çàäàí è ôèêñèðîâàí.

Â îñíîâó ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ íàäåæíîñòè êëàññèôèêàöèè êëàäóòñÿ

òå èëè èíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Îäíàêî Ãèïîòåçà 1 ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ èç íèõ:

àâòîðó íå èçâåñòíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, áàçèðóþùèõñÿ íà

èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí òèï, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íåèçâåñòíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå p(x), ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ. Çàìåòèì,

÷òî äàæå â ýòîì ñëó÷àå íàëè÷èÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ïðî-

ñòðàíñòâà îáðàçîâ, íàäåæíûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ëèøü ïðè çíà÷èòåëüíûõ îáú¼ìàõ

îáó÷àþùåé âûáîðêè.

5Ñð. îïðåäåëåíèå ìàëîé âûáîðêè â [37] ãäå çà îñíîâó âçÿò ¾ôàêò îòñóòñòâèÿ óñòîé÷èâîñòè èí-
ôîðìàòèâíûõ ñâîéñòâ è ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê¿.
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Ïîñêîëüêó îáû÷íî íåèçâåñòåí äàæå òèï ðàñïðåäåëåíèÿ p(x), äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

ïîñëåäíåãî ïî ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû íåïàðàìåòðè÷åñêèå

ìåòîäû (ñì., íàïðèìåð, [5]). Ïðè ýòîì,êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå

îöåíèâàíèå [25], îñíîâàííîå íà ïîäõîäå, âîñõîäÿùåìó ê ðàáîòàì Ðîçåíáëàíòòà [43] è

Ïàðçåíà [42]. Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü ñ ¾ðàçìàçûâàíèåì¿ èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé îò

êàæäîãî ïðåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ ÿäðàìè.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âûáèðàþò ÿäðà êîëîêîëîîáðàçíîãî âèäà. Èñêîìîå ðàñïðå-

äåëåíèå èùåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ÿäåðíûõ ôóíêöèé, ïðèâÿçàííûõ ê ïðåöåäåíòàì.

Íå îòðèöàÿ âîçìîæíîñòè òàêîãî ïîäõîäà, îòìåòèì, ÷òî îí òðåáóåò ýàäàíèÿ êîýôôè-

öèåíòà ðàçìûòîñòè, ÿâëÿþùåãîñÿ ïàðàìåòðîì ÿäåðíûõ ôóíêöèé. Âîïðîñ î âûáîðå

òàêîãî ïàðàìåòðà îòêðûò. Ïðè ìàëûõ îáú¼ìàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè ïðåäëàãàåòñÿ

ìåòîä ãåíåðàöèè íîâûõ m ïðåöåäåíòîâ â íåêîòîðîé îêðåñíîñòè êàæäîãî ïðåöåäåí-

òà ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì ÿäðà (ò.í. ¾ìåòîä äèíàìè÷åñêèõ ñãóùåíèé¿). Îäíàêî îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì îáú¼ìå l âûáîðêè è ðîñòå ÷èñëà m ïîëó÷åííîå

ðàñïðåäåëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê èñòèííîìó.

Ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä [6], îñíîâàííûõ íà îáúåäèíåíèè àïðèîðíîé

è ýìïèðè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá èñêîìîì ðàñïðåäåëåíèè.

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàäà÷à (ïàðàìåòðè÷åñêîãî èëè íåïàðàìåòðè÷åñêîãî) âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñëîæíîé [4], ÷åì çàäà÷à êëàññèôè-

êàöèè6. Âîññòàíîâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì ÿâëÿ-

åòñÿ ãåíåðàëüíîé ïðîáëåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Èñêîìàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòåé p(x) ïëîòíîñòüþ îïðåäåëÿåò âñå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà X, à íå

òîëüêî èñïîëüçóåìûå â çàäà÷å Z â ñâÿçè ñ êîíêðåòíûì ôèêñèðîâàííûì åãî ðàçáèå-

íèåì. Òàêèì îáðàçîì, âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â çàäà÷àõ

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì øàãîì. Èñêëþ÷å-

íèÿ ìîãóò ñîñòàâëÿòü ëèøü ñèëüíî âûðîæäåííûå ñëó÷àè7. Â ñèëó ýòîãî óêàçàííûå

ïîäõîäû ìîãóò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíûìè ëèøü ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî îáú¼ìà ïðå-

öåäåíòíîé èíôîðìàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäàõ ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ïðèìå-

íÿþò, êàê ïðàâèëî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé p(x|Kt)

îáðàçîâ x èç êëàññîâ Kt, t = 1, s. Çàòåì, ñ÷èòàÿ íàáîð âåðîÿòíîñòåé {p(Kt)}s
t=1 ïîÿâ-

ëåíèÿ îáðàçà äàííîãî êëàññà èçâåñòíûì, ïî ôîðìóëå Áàéåñà âû÷èñëÿþò âåðîÿòíîñòè

{p(Kt|x)}s
t=1 ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçà x êëàññó Kt. Ïî äàííîìó íàáîðó ðàñïðåäåëå-

íèé âû÷èñëÿþò îòíîøåíèÿ ëîãàðèôìîâ ñðåäíèõ ðèñêîâ ïðè äàííîì ð.ï., íà îñíîâå

÷åãî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î êëàññèôèêàöèè äàííîãî îáðàçà.Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ

6Ïðè ýòîì îáå çàäà÷è ÿâëÿþòüñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè ïî Àäàìàðó, ò.ê. äîïóñêàþò, î÷å-
âèäíî, íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

7Íàïðèìåð, êîãäà p(x) =
∏n

i=1 pi(x) â n-ìåðíîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå èëè â ñëó÷àå ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ p(x).
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ñëó÷àÿõ äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü äîâåäåí äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññèôè-

êàòîðà â ÿâíîì âèäå8. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè îøèáîê êëàññèôèêàöèè

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èíòåãðàëîâ îò óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî îïðåäåë¼ííûì ïîä-

îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, ïðè÷åì ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé îêàçûâàþòñÿ çà-

äàííûìè íåÿâíî è èìåþò, êàê ïðàâèëî, ñëîæíóþ ôîðìó. ßñíî, ÷òî òàêèå ôîðìóëû

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí {pij}s,s
i,j=1 íåïðèãîäíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè íàäåæíîñòè àëãîðèòìîâ êëàññèôè-

êàöèè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ óæå óïîìèíàâøåéñÿ òåîðèè VC Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà. Â

òåîðèè VC íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

÷àñòîò νl(A) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé A â l ýêñïåðèìåíòàõ ïî ñõåìå Áåðíóëëè íà çàäàí-

íîì ïîäìíîæåñòâå F ∗ σ-àëãåáðû ê èõ âåðîÿòíîñòÿì P{A}, ò.å. êðèòåðèé âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ

P{ sup
A∈F ∗

|P (A)− νl(A)| > ε} −−−→
l→∞

0, 0 < ε < 1.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè VC íå òðåáóåòñÿ âîññòàíàâëèâàòü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì å¼ äîñòîèíñòâîì.

Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å íàäåæíîñòè ð.ï. òåîðèÿ VC áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ.

VC-1. Ãèïîòåçà 1.

VC-2. Êëàññèôèêàòîð f(x) âûáèðàåòñÿ èç ôèêñèðîâàííîãî çàðàíåå ñåìåéñòâà ð.ï.

F.

Ñåìåéñòâî F, çàäà¼ò ïîäìíîæåñòâî F ∗ (îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì è çàïè-

ñûâàåòñÿ â âèäå F (τ), ãäå τ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê â òåîðèè

VC òðåáóåòñÿ òàêæå âû÷èñëÿòü ìåðó ðàçíîîáðàçèÿ ïðàâèë, ñîñòàâëÿþùèõ êëàññ F

� åãî ¼ìêîñòü. Â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà F ðîëü ¼ìêîñòè èãðàåò åãî ìîùíîñòü.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÿñíûì,÷òî åñëè èñïîëüçîâàíèå ÃÏ â ôîðìå ¾Ãèïîòåçà 1¿ íå ìî-

æåò âûçâàòü ñåðü¼çíûõ âîçðàæåíèé, òî ïðèíÿòèå óñëîâèÿ VC-2 ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

ðàñïîçíàâàíèÿ Z äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì.

Ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, ãäå ñåìåéñòâî ð.ï. F âñåãäà ÿâíî îïðåäåëåíî è êîíå÷íî. Îäíàêî è â ýòèõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà êëàññ F çàôèêñèðîâàí ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷è, ÷àñòî íå óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü åãî

¼ìêîñòü, ïîñêîëüêó íàõîæäåíèå å¼ ¾ñâîäèòñÿ ê ãðîìîçäêèì êîìáèíèðîâàííûì âû÷èñ-

ëåíèÿì, êîòîðûå íå âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè¿ [21]. Èìååòñÿ òàêæå áîëüøîå ÷èñëî ìåòî-

äîâ êëàññèôèêàöèè ñ êîíòèíóàëüíûìè ïðèçíàêàìè (íàïðèìåð, ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ

8Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå íîðìàëüíûõ (ìíîãîìåðíûõ) óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé îáðàçîâ èç êàæ-
äîãî êëàññà îïòèìàëüíûé ðàçäåëèòåëü äâóõ êëàññîâ åñòü êâàäðèêà, êîòîðàÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì
ðàâåíñòâå êîâàðèöèîííûõ ìàòðèö ðàñïðåäåëåíèé ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé, íàçûâàþùåéñÿ (ëè-
íåéíîé) äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèåé Ôèøåðà. Íà ïðàêòèêå æå ÷àñòî ôóíêöèþ Ôèøåðà íàõîäÿò
è èñïîëüçóÿ íå ïðîâåðÿÿ íè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé, íè ðàâåíñòâà êîâàðèöèîííûõ ìàòðèö,
ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì âïîëíå ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû.
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ôóíêöèé â ¾ìàøèííîé¿ ðåàëèçàöèè [1] èëè àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîð-

ðåêòíûõ ðàñïîçíàâàþùèõ àëãîðèòìîâ [11], [10], êîãäà êëàññèôèêàòîð êîíñòðóèðóåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è è ñåìåéñòâî F çàðàíåå íå ôèêñèðóåòñÿ.)

Áîëåå òîãî, âñåãäà ìîæíî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé â ñìûñëå ìèíèìóìà (2)

êëàññèôèêàòîð fmin, à çàòåì çàíîâî ôîðìàëüíî ðåøèòü çàäà÷ó Z, ïîëàãàÿ F = {fmin}
è |F | = 1. Ýòî ñòàâèò ïîä âîïðîñ ïðèìåíèìîñòü íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ

òåîðèè VC ê íàøåé çàäà÷å. Êðîìå òîãî, îöåíêè ïîëó÷åííûå àâòîðàìè òåîðèè [4], [5]

â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ, ê ñîæàëåíèþ, îêàçûâàþòñÿ íåïðèãîäíûìè äëÿ ïðÿ-

ìîãî èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå: çíà÷åíèÿ íàäåæíîñòè ð.ï. ïðè èìåþùèõñÿ îáú¼ìàõ

l âûáîðîê ïîëó÷àþòñÿ êðàéíå íèçêèìè è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê òðåáóåìîé òî÷íîñòè

è äîñòîâåðíîñòè íåîáõîäèìû âåëè÷èíû l â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç ïðåâûøàþùèå äëèíó

âûáîðîê, ñ êîòîðûìè îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî. Ìåæäó òåì, îïûò óñïåøíîãî

ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ýòè îöåíêè

òðåáóåìûõ äëèí l ñèëüíî çàâûøåíû (à äëÿ êîýôôèöèåíòà äîâåðèÿ η, ñîîòâåòñòâåííî,

çàíèæåíû). Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðåäúÿâëÿ-

åìîå äëÿ îöåíêè ð.ï. âûáðàíî ñëó÷àéíî èç ìíîæåñòâà F. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ îöåíêè

âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû νl(A) ñîáûòèÿ A îò åãî âåðîÿòíîñòè P (A) èñïîëü-

çóþòñÿ îöåíêà Õ¼ôäèíãà [40]

P{|P (A)− νl(A)| > ε} < 2e−2ε2l

èëè íåñêîëüêî áîëåå ãðóáàÿ îöåíêà Áåðíøòåéíà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðàäèêàëüíî

óñèëåíû.

Îáîáùàÿ ñêàçàííîå íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî äàæå ïðè ïðèíÿòèè óñëîâèÿ (VC-2)

âîïðîñ îáîñíîâàíèÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé l

îñòà¼òñÿ, îòêðûòûì, à èìåííî ýòîò ñëó÷àé è ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëüøèé ïðèêëàäíîé

èíòåðåñ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ( [26], [21], [2], [3]9) ðàçâèâàåòñÿ áàéåñîâñêèé ïîäõîä ê îöåíêå

êà÷åñòâà ð.ï. (ñì. íèæå ï. 4). Â åãî îñíîâå ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èñêîìûé ïàðà-

ìåòð (íàïðèìåð, ν) ðàñïðåäåëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëå-

íèåì,êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íàøåãî çíàíèÿ î åãî çíà÷åíèè. Ïî äàííîìó ðàñ-

ïðåäåëåíèþ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàéåñà, îïðåäåëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

êàê ôóíêöèÿ îò íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå ïàðàìåòðà

ïî âñåâîçìîæíûì ðàñïðåäåëåíèÿì â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ôóíêöèåé ïîòåðü10 ,

îáû÷íî âûáèðàåìîé êâàäðàòè÷íîé. Â ñèëó ýòîãî èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ

çäåñü ïîëó÷àþòñÿ ëó÷øå, ÷åì ïðè ïðèìåíåíèè òåîðèè VC, ãäå îöåíêè ðàññ÷èòàíû èñ-

õîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î íàèõóäøåì ñëó÷àå. ×òîáû îáîéòè òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ

9Äâå ïîñëåäíèå ðàáîòû íàèáîëåå áëèçêè ê íàøåé. Çàìåòèì, ÷òî âíà÷àëå ôîðìóëû äëÿ òî÷å÷íîé
îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïîëó÷åíû çäåñü áåç ïðèâëå÷åíèÿ óñëîâèÿ VC-1.

10Íå ïóòàòü ñ ôóíêöèåé Q(Ki, Kj) â (1)!
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óñëîâèåì VC-2, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Z ñ ëîãè÷åñêèìè ð.ï., äëÿ êîòîðûõ ìîùíîñòü

F êîíå÷íà.

Â ðàáîòàõ [20], [23], [24], ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè óëó÷øåíèÿ îöåíîê òåîðèè VC,

èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà êàê íîâîå ñîáûòèå, à òàêæå

íåêîòîðûå ïðàâäîïîäîáíûå àïðèîðíûå ãèïîòåçû. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå ð.ï.

Íàøå èññëåäîâàíèå â öåëîì ëåæèò â ðóñëå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà.

Âïåðâûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [7], [8] è [9].

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è Z1 çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ

Z = Z(X, s, m, x̄m, γ̄m, f̄ ∗(x̄m))

ïîñòðîåíî ð.ï. f(x). Ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî γ1 = γ2 = . . . = γm è ïðèìåì ãèïîòå-

çó ïðåäñòàâèòåëüíîñòè â ¾Ãèïîòåçà 1¿. Ñëó÷àé íåðàâíûõ âåñîâ ïðåöåäåíòîâ áóäåò

ðàññìîòðåí â ï. 5.2.4.

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ X ðàçáèòî íà ν > 2 ïîäîáëà-

ñòåé {Xk}ν
k=1 è îáîçíà÷àåì ÷åðåç mk êîëè÷åñòâî ïðåöåäåíòîâ, ïîïàâøèõ â îáëàñòü

Xk, k = 1, ν,
ν∑

k=1

mk = m. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå

ñëó÷àè çíà÷åíèé ν (íàïîìíèì, ÷òî s > 2 ).

1. ν = 2. ÇäåñüX1 èX2 ñóòü îáëàñòè ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõ êëàññèôèêàöèé.

2. ν = s2. Çäåñü {Xk}ν
k=1 ñóòü ïåðåîáîçíà÷åííûå îáëàñòè {Xij}s,s

i,j=1 ïðîñòðàíñòâà

îáðàçîâ, ò.å. Xij = {x |x ∈ X, f ∗(x) = Ki, f(x) = Kj} = {X1, X2, . . . , Xν}
(ñì. ï. 1).

3. ν = s2 + 1. Çäåñü ê îïðåäåë¼ííûì âûøå îáëàñòÿì äîáàâëÿåòñÿ îáëàñòü, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ îòêàçà îò êëàññèôèêàöèè.

Îáîçíà÷èì pk = P (Xk) > 0, k = 1, ν. Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü îöåíêè çíà÷åíèé

äàííûõ âåðîÿòíîñòåé. ßñíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå íîðìèðîâêè

ν∑
k=1

pk = 1 (5)

è ïðè äàííîì ν ìû èìååì (ν − 1)-ìåðíóþ çàäà÷ó.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ðàñïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ P (·), òî pk åñòü

âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ x ∈ Xk. Òîãäà âåðîÿòíîñòü p (m1, m2, . . . , mν)

òîãî, ÷òî ïðè íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé âûáîðêå m ýëåìåíòîâ èç X â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (·) ñîîòíîøåíèå x ∈ Xk áóäåò âûïîëíÿòüñÿ mk ðàç,

k = 1, ν,
ν∑

k=1

mk = m èìååò (ν − 1)-ìåðíîå ïîëèíîìèàëüíîå (ìóëüòèíîìèàëüíîå)

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2002
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ðàñïðåäåëåíèå M (m; p1, p2, . . . , pν), ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòîðîãî äàåò-

ñÿ ôîðìóëîé

p (m1, . . . , mν) =
m!

m1!m2! . . . mν !
pm1

1 pm2
2 . . . pmν

ν ; pk ∈ (0, 1), k = 1, ν. (6)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå ìîìåíòû ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóòü

µk = mpk, k = 1, ν − 1 (7)

à ìàòðèöà êîâàðèàöèé �

C = (µij)
ν−1, ν−1
i, j=1 ; µii = mpi(1− pi) (äèñïåðñèè); µij = −mpipj, i 6= j.

Ïðè ν = 2, p1 = p èìååì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bi(m, p) ñ ôóíêöèåé ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè

p (m1) =

(
m

m1

)
pm1(1− p)m−m1 ; p ∈ (0, 1).

Íàøà çàäà÷à (ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü òî÷å÷-

íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ, íî ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷èí p1, p2, . . . , pν

ïî ñëó÷àéíûì çíà÷åíèÿì m1, m2, . . . , mν ,
ν∑

k=1

mk = m. Ïîñòðîåííûå ôóíêöèè îöåí-

êè äîëæíû áûòü ïðèìåíèìû äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîãî ÷èñëà m ïðåöåäåíòîâ.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî, ïîñêîëüêó èñêîìûå âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæàò ïîäìíîæå-

ñòâàì (0, 1) êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ìåòîäû

îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4. Äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê

Îáùàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèå îöåíîê çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ñîñòîèò â ñëåäó-

þùåì. Íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ: ¾Êàêîå èç ñîáûòèé {Bi}i∈I, ñîñòàâëÿþ-

ùèõ ïîëíóþ ãðóïïó B íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, èìååò ìåñòî â äåéñòâè-

òåëüíîñòè?¿.

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíäåêñà I åñòü íåêîòîðîå íåïóñòîå êîíå÷íîå èëè êîíòèíóàëüíîå

èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ê ñîæàëåíèþ, ñàìè ñîáûòèÿ èç B íå íàáëþäàåìû. À íàáëþäà-

åìî íåêîòîðîå (âîçìîæíî ñëîæíîå) ñîáûòèå A, êàê-òî ñâÿçàííîå ñ ñîáûòèÿìè {Bi}i∈I

. Òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé ïî íàáëþä¼ííîìó ñîáûòèþ A îòâå-

òèòü íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ. Çäåñü åù¼ ðàç âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èñêîìîå

ñîáûòèå õîòü è íåèçâåñòíî, íî ôèêñèðîâàíî.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èìååòñÿ äâà ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê õàðàêòå-

ðèñòèê ðàñïðåäåëåíèé ïî ñëó÷àéíûì íàáëþäåíèÿì: ÷àñòîòíûé è áàéåñîâñêèé.
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Áàéåñîâñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíîé ôîðìóëû, íîñÿùåé åãî

èìÿ, è êîòîðàÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êîíå÷íîãî I èìååò âèä

P{Bi |A} =
P{Bi} · P{A |Bi}∑

i∈I

P{Bi} · P{A |Bi}
. (8)

Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè â (8) íîñÿò íàçâàíèÿ: P{Bi} � àïðèîðíûõ (óñëîâíûõ),

P{Bi |A} � àïîñòåðèîðíûõ, à çíà÷åíèÿ P{A |Bi} (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîé êîíñòàíòû) � ïðàâäîïîäîáèé. Ôîðìóëà Áàéåñà ïîçâîëÿåò, òàêèì îáðàçîì, íàõî-

äèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå àïðèîðíûå, óìíîæåííûå íà

ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîñëåäíèå îáû÷íî ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû èñõîäÿ èç òîé èëè èíîé

ïðèíÿòîé ìîäåëè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ìû ñ÷èòàåì ìåðîé íà-

øåãî íåçíàíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ò.í. ¾ñóáúåêòèâíîãî¿ ïîäõîäà â

ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ (ñì. [14]).

Ïóñòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè âû÷èñëåíû. Òåïåðü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êà-

êîå ñîáûòèå èç ñèñòåìû B èìååò ìåñòî â äåéñòâèòåëüíîñòè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çà

íåãî ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ñîáûòèå Bi ñ ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ îöåíêè íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, îöåíêîé ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðè-

îðíîé âåðîÿòíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå I = Θ, çàäàþùèå íà í¼ì íåêîòîðûå

¾âåñà¿. Θ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Äàëåå ñ êàæäûì

Bi, âûáðàííûì â êà÷åñòâå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ, ñâÿçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ

ðèñê, ñâÿçàííûé ñ äàííûì âûáîðîì, èëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåðè. Âûáîð ñîáûòèÿ,

ñ÷èòàþùåãîñÿ ðåàëèçóþùèìñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç ìèíèìó-

ìà ïîòåðü è áàéåñîâñêîå ðåøåíèå åñòü ðåøåíèå ìèíèìèçèðóþùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå

ðèñêà.

Ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå âèäû óêàçàííîé ôóíêöèè ïîòåðü. Â ÷àñòíî-

ñòè, îöåíêà ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè åñòü îöåíêà ñ ò.í. ¾ïðîñòîé¿

ôóíêöèåé ïîòåðü, êîòîðàÿ ïðèïèñûâàåò íóëåâûå ïîòåðè òî÷êå, êîòîðàÿ àïîñòåðèîðè

íàèáîëåå âåðîÿòíà, è åäèíè÷íûå ïîòåðè îñòàëüíûì òî÷êàì I = Θ. Â ïîäàâëÿþùåì

æå áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè ïðèìåíåíèè áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà èñïîëüçóþò êâàäðà-

òè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü, ó êîòîðîé ïîòåðè ïðîïîðöèîíàëüíû êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó äàâàåìîé îöåíêîé è èñòèííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà. Ïðåèìóùåñòâî êâàäðà-

òè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ¾ïîäàâëÿåò¿ áîëüøèå îøèáêè. Ïîýòî-

ìó â òåõ çàäà÷àõ, ãäå áîëüøèå îøèáêè â îöåíèâàíèè ïàðàìåòðà êðàéíå íåæåëàòåëü-

íû (ê íèì îòíîñèòñÿ è íàøà çàäà÷à îöåíêè êà÷åñòâà àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè ïðè

ìàëîì ÷èñëå ïðåöåäåíòîâ), ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü îïòèìàëüíàÿ áàéåñîâñêàÿ

îöåíêà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé.
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Óêàçàííûå ïîëîæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê, è ñîñòàâëÿþò ïðèí-

öèï Áàéåñà (ÏÁ)11. Ïðèíöèï Áàéåñà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ìîìåíòîâ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ÏÁ, ìîæíî íàéòè, íà-

ïðèìåð, â [14], [15], [18] è äð.

Ìû âèäèì, ÷òî áàéåñîâñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà ìàêñèìèçàöèè ñîâìåñòíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé ñîáûòèé A è {Bi}i∈I , è äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå

àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé. Îäíàêî î÷åíü ÷àñòî àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íåèçâåñòíû,

è èõ ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü, èñõîäÿ èç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ñïåöèôè÷íîé

äëÿ äàííîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå æå, êîãäà òàêàÿ èíôîðìàöèÿ îòñóòñòâóåò, âûíóæäåí-

íî ñ÷èòàþò, ÷òî ñîáûòèÿ èç ãðóïïû B ðàâíîâåðîÿòíû. Ýòî äîïóùåíèå èçâåñòíî ïîä

íàçâàíèåì ïðèíöèïà íåîïðåäåë¼ííîñòè Ëàïëàñà12. Õîòÿ äàííûé ïðèíöèï ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç íàèáîëåå ñïîðíûõ ìîìåíòîâ â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè, íà ïðàêòèêå â ðàì-

êàõ áàéåñîâñêèé ïîäõîäà îí ïðèìåíÿåòñÿ î÷åíü ÷àñòî. Çàìåòèì, ÷òî â ñîâðåìåííûõ

ôîðìóëèðîâêàõ ýòîãî ïðèíöèïà äîïóñêàåòñÿ è íå ðàâíîâåðîÿòíûé õàðàêòåð àïðèîð-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [14]. Ã. Äæåôôðèñ [41] ðàçâèë óêàçàííûé ïîäõîä. Îí ïðåäëîæèë

íåèíôîðìàòèâíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ, ñ ïëîòíî-

ñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé
√
| I(θ) |, ãäå | I(θ) | åñòü îïðåäåëèòåëü ò.í. èíôîðìàöèîííîé

ìàòðèöû (ñì. [18], [39]).

Åñòåñòâåííî, è ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè Ëàïëàñà, è ñàì ïðèíöèï Áàéåñà ìîãóò

áûòü îñïîðåíû. Â òî æå âðåìÿ ÿñíî: åñëè äàííûå ïðèíöèïû îòâåðãàþòñÿ, îíè äîëæíû

áûòü çàìåíåíû ÷åì-ëèáî äðóãèì.

Â ÷àñòîòíîì ïîäõîäå ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìå-

ñòî ñîáûòèå, èìåþùåå ìàêñèìàëüíîå ïðàâäîïîäîáèå. Äàííîå äîïóùåíèå íàçûâàåòñÿ

ïðèíöèïîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ). Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ÌÏ îñíî-

âàí íà ìàêñèìèçàöèè íå àïîñòåðèîðíîé, à ëèøü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè íàáëþäàåìîãî

ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèÿõ ðåàëèçàöèè Bi, i ∈ I. ßñíî, ÷òî è ïðîòèâ ïðèíöèïà ÌÏ

ìîãóò áûòü âûñêàçàíû âîçðàæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå ïðèíÿòèÿ ïðèíöèïà

íåîïðåäåë¼ííîñòè Ëàïëàñà è îöåíêè ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (ïðè

ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, ÷åãî âñåãäà ìîæíî äîáèòü-

ñÿ), ðåçóëüòàòû îáîèõ ïîäõîäîâ, î÷åâèäíî, ñîâïàäóò è ìåòîäû íà îñíîâå ÌÏ ìîãóò

ñ÷èòàòüñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà.

×àñòîòíûé ïîäõîä íå îãðàíè÷èâàåòñÿ, åñòåñòâåííî, òîëüêî ïðèíöèïîì ÌÏ è ìå-

òîäàìè, íà í¼ì îñíîâàííûìè. Ïðîñòî ýòîò ïîäõîä, â îòëè÷èå îò áàéåñîâñêîãî, ïðîñòî

íå ñâÿçàí íè ñ êàêèìè àïðèîðíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î òîì èëè èíîì ðàñïðåäåëåíèè

êàêèõ-ëèáî âåëè÷èí. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî åñòü è ñèëüíàÿ, è ñëàáàÿ åãî ñòîðîíà. Â öå-

ëîì, ïðåîáëàäàíèå ïîëîæèòåëüíûõ èëè îòðèöàòåëüíûõ ñòîðîí ëþáîãî ïîäõîäà, êàê

11Ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîãî â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [14].
12à òàêæå ïîñòóëàòà Áàéåñà èëè ïðèíöèïà ðàâíîâåðîÿòíîñòè.
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÷àñòîòíîãî, òàê è áàéåñîâñêîãî, çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî èõ ïðèìåíåíèÿ ê êîíêðåòíîé

çàäà÷å.

5. Òî÷å÷íûå îöåíêè

5.1. ×àñòîòíûé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì ñðàçó ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ν > 2.

Â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷-

íûõ îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ [31]:

• ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ;

• ìåòîä ìîìåíòîâ;

• ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðÿìî îñíîâàí íà ïðèíöèïå ÌÏ. Ïî

ýòîìó ìåòîäó ìàêñèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L, êîòîðàÿ äëÿ íàøåãî ñëó-

÷àÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðåçóëüòàò îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåöåäåíòîâ â îáëàñòÿõ {Xk}ν
k=1 ïðåäñòàâèì â

âèäå (0, 1)-òàáëèöû T = {tk, i}ν, m
k, i=1, ãäå

tk, i =

{
1, åñëè i-é ïðåöåäåíò ïðèíàäëåæèò îáëàñòèXk,

0, èíà÷å

ßñíî, ÷òî

ν∑
k=1

tk, i = 1,
m∑

k=1

mk,
ν∑

k=1

mk = m.

Òîãäà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

L (T ; p1, p2, . . . , pν) = const · pt1,1+...+t1,m

1 p
t2,1+...+t2,m

2 p
t1,1+...+ti,m+...+t2,m

i . . . ptν,1+...+tν,m
ν =

= const · pm1
1 pm2

2 ...pmν
ν

Òåïåðü, ïîñêîëüêó ìàêñèìóìû L è ln L ñîâïàäàþò, íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ìàêñè-

ìèçàöèè ôóíêöèè

ln L(p1, p2, . . . , pν) = const +
ν∑

k=1

mk ln pk

ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè (5).

Äàííàÿ çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëà-

ãðàíæà. Ñîñòàâëÿÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(p1, p2, . . . , pν , λ) = ln L(p1, p2, . . . , pν) + λ · {1−
ν∑

k=1

pk}
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è ïðèðàâíèâàÿ ∂ ln L/∂pi è ∂ ln L/∂λ íóëþ, ïîëó÷àåì ÑËÀÓ ïîðÿäêà ν + 1
mk

pk
− λ = 0, k = 1, ν,

ν∑
k=1

pk = 1,

ðåøåíèÿ êîòîðîé ñóòü λ = m, p̂k = mk/m, k = 1, ν.

Òàêèì îáðàçîì, ÌÏ-îöåíêàìè p̂k âåðîÿòíîñòåé pk áóäóò îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû

mk/m ÷èñëà ïðåöåäåíòîâ mk â îáëàñòÿõ Xk, k = 1, ν.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìåòîä ìîìåíòîâ, îñíîâàííûé íà ïðèðàâíèâàíèè âûáîðî÷-

íûõ ìîìåíòîâ òåîðåòè÷åñêèì, äà¼ò òàêèå æå îöåíêè, ïîñêîëüêó ìîìåíòû ïåðâîãî

ïîðÿäêà µk ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû mpk, à ñîîòâåòñòâóþùèå âûáî-

ðî÷íûå � mk, k = 1, ν.

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìåð ðàñõîæäåíèÿ

ìåæäó íàáëþä¼ííûìè âåëè÷èíàìè m1, m2, . . . ,mν è èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíè-

ÿìè mp1, mp2, . . . ,mpν . Îöåíêà (p̂1, p̂2, . . . , p̂ν) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé, ìèíèìèçèðóþùèå ýòó ìåðó. Äëÿ îöåíèâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ìåðû, êàê

¾X2¿, ¾ìîäèôèöèðîâàííûé X2¿, ¾ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà¿, ¾äèâåðãåíöèÿ Êàëáýêà-

Ëåéáåðà¿, ¾ìåðà: ðàñõîæäåíèÿ Õîëäåéíà¿ è äð. [31], [28]. Èçó÷åíèå èõ ïîêàçûâàåò,

÷òî ê íàøåé çàäà÷å îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèì (ïî êðàéíåé ìåðå â ñâî¼ì èñõîäíîì âèäå)

ëèøü ìåòîä ¾ìîäèôèöèðîâàííûé X2¿, êîòîðûé äà¼ò âñ¼ òó æå ôóíêöèþ îöåíêè â

âèäå îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî â îñíîâå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå

ëåæèò íèêàêèõ ñòðîãî îáîñíîâàííûõ ñîîáðàæåíèé, à øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÌÏ-

îöåíîê è âåðà â èõ õîðîøèå êà÷åñòâà îñíîâàíû, îò÷àñòè, íà àñèìïòîòè÷åñêîé îïòè-

ìàëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, èõ ñâîéñòâ. Ðå÷ü èäåò îá èçâåñòíûõ ñâîéñòâàõ íåñìåùåííî-

ñòè, ñîñòîÿòåëüíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ÌÏ-îöåíîê.

Äåéñòâèòåëüíî, òàêæå ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M{ ˆ̄p}
âåêòîðà îöåíîê {pk}ν

i=k åñòü (ñ ó÷åòîì (7) è îáîçíà÷åíèé m̄(m1, m2, . . . ,mν)
T è p̄∗ �

ν-è÷íûé âåêòîð èñòèííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé)

M{ ˆ̄p} = M{m̄/m} =
1

m
M{m̄} =

mp̄∗

m
= p̄∗,

è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé. Å¼ äèñïåðñèÿ D{ ˆ̄p}
ðàâíà

D{ ˆ̄p} = D{m̄/m} =
1

m2
D{m̄} =

mp̄∗(1− p̄∗)

m2
=

p̄∗(1− p̄∗)

m
.

Çäåñü 1 � ν-è÷íûé âåêòîð (1, 1, . . . , 1)T è èìååòñÿ ââèäó àäàìàðîâî (ïîêîìïîíåíòíîå)

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Åñòåñòâåííî, çäåñü è äàëåå òîëüêî ν − 1 êîìïîíåíò âåêòîðîâ

áóäóò íåçàâèñèìû.
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Èçâåñòíî, ÷òî ýòî îöåíêà ñ ìèíèìàëüíîé çíà÷åíèåì äèñïåðñèè â íåðàâåíñòâå

Êðàìåðà-Ðàî äëÿ íåñìåù¼ííûõ îöåíîê13. Ïîñêîëüêó D{ ˆ̄p} ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè

ê 0 ïðè âîçðàñòàíèè m, òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà äëÿ p∗k(1− p∗k), k = 1, åñòü

m

m− 1

mk

m

(
1− mk

m

)
=

mk(m−mk)

m(m− 1)
.

ïîýòîìó íåñìåù¼ííîé ôóíêöèåé îöåíêè D{ ˆ̄p} äëÿ äèñïåðñèè D{ ˆ̄p} áóäåò ν-è÷íûé

âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

mk(m−mk)

m2(m− 1)
, k = 1, ν.

Äëÿ íàøèõ öåëåé îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå òî÷å÷-

íûõ îöåíîê èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé ëèøü â ñëó÷àÿõ áîëüøèõ m. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî â óñëîâèÿõ ìàëîé âûáîðêè íå âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå óñëîâèå ïðåäåëüíûõ òåîðåì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � ñóùåñòâîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé14.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷åíûå îöåíêè â âèäå îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò â çàäà÷àõ ðàñïî-

çíàâàíèÿ îáðàçîâ ÷àñòî ñòàíîâÿòñÿ íåïðèåìëåìûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ îïûòà è èíòóè-

öèè. Íàïðèìåð, êîððåêòíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ìû âûíóæäåíû îöåíèâàòü êàê 100%

áåçîøèáî÷íîå, ÷òî äàæå ïðè áîëüøèõ îáú¼ìàõ ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè ïðîòèâî-

ðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà è

ïî ôîðìàëüíûì ñîîáðàæåíèÿì: çíà÷åíèå pk = 0 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðà Θ = (0, 1)ν . Õîòÿ â áîëüøèíñòâå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé îêàçûâàåòñÿ

ïðèåìëåìûì ðàññìàòðèâàòü âìåñòî îáëàñòè Θ åå çàìûêàíèå Θ, íî â íàøåì ñëó÷àå

âêëþ÷àòü â ðàññìîòðåíèå íåâîçìîæíûå èëè äîñòîâåðíûå ñîáûòèÿ âèäà x ∈ Xk íåò

íèêàêèõ îñíîâàíèé.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî îöåíêè ïî ìàëîìó ÷èñëó ïðåöåäåíòîâ ïî ñâîåé ñóòè íå ìîãóò

îáëàäàòü áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, íàïðèìåð, îòðàæåíî â [12], ãäå

óêàçàíî, ÷òî ïðîöåíòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
r

n
100% ïðè 25 6 n 6 200 äîëæíà

çàïèñûâàòüñÿ áåç çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (à íà÷èíàÿ c = 2000 � ñ äâóìÿ çíàêàìè ïîñëå

çàïÿòîé).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ äàííîãî ïðàâèëà (èç íåãî, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóåò, ÷òî ïðè n < 25 âûáîðêà ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé15).

13ò.å. ýôôåêòèâíîé â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå.
14¾Ïîýòîìó ïðè îöåíèâàíèè ïî êîíå÷íîìó ìàëîìó ÷èñëó íàáîðó äàííûõ àñèìïòîòè÷åñêèå õàðàê-

òåðèñòèêè ìîãóò ââåñòè â çàáëóæäåíèå¿ [37].
15è òîãäà òîëüêî îäíà öèôðà ÿâëÿåòñÿ çíà÷àùåé?
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5.2. Áàéåñîâñêèé ïîäõîä. Áàéåñîâñêèå òî÷å÷íûå îöåíêè ˆ̄pW ïîëó÷àþòñÿ êàê ðå-

øåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà çàïèñûâàåìîé êàê∫
Sν−1(p)

W (p̄, q̄)f(p̄|m1, m2, . . . ,mν)dp̄ = R(q̄), p̄W = arg min
q̄∈Sk−1(x)

R(q̄)

Çäåñü è äàëåå

- Sν−1(x) = {(x1, x2, . . . , xν); xk > 0, k = 1, ν;
ν∑

k=1

pk = 1} � (ν − 1)-ìåðíûé ñèì-

ïëåêñ â ïðîñòðàíñòâå Rν

- p̄, q̄, ˆ̄pW � âåêòîðû èç Sν−1(x), ïðè÷åì ïîñëåäíèé � âåêòîð îöåíîê âåðîÿòíîñòåé

ïðè äàííîé ôóíêöèè ïîòåðü W ;

- W (p̄, q̄) : Sν−1(x)×Sν−1(x) → R>0 �ôóíêöèÿ ïîòåðü äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé

q̄, êîãäà p̄ ñóòü èñòèííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé;

- f(p̄ |m1, m2, . . . ,mν) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âåêòîðà p̄ ïðè

íàáëþä¼ííûõ çíà÷åíèÿõ m1, m2, . . . ,mν ïîïàäàíèÿ ïðåöåäåíòîâ â ñîîòâåòñòâó-

þùèå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ.

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ôóíêöèè ïîòåðü.

¾Ïðîñòàÿ¿ ôóíêöèÿ ïîòåðü (ï. 4) ïðèâîäèò ê ìåòîäó ìàêñèìèçàöèè àïîñòåðèîð-

íîé âåðîÿòíîñòåé, êîòîðàÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà íåîïðåäåë¼ííîñòè Ëàïëàñà,

äà¼ò, êàê ìû âèäåëè, ïîëó÷åííóþ ðàíåå â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà ÌÏ-îöåíêó.

Ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóþò ëèáî êâàäðàòè÷íóþ

W (p̄, q̄) = c(p̄)‖p̄− q̄‖2,

ëèáî íîðìèðîâàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü

W (p̄, q̄) = c(p̄) = ‖p̄− q̄‖2

/
ν∏

k=1

pk ,

ãäå c(p̄) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé c(p̄); îáû÷íî ïîëàãàþò c(p̄) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü áàéåñîâñêóþ ôóíêöèþ îöåíêè äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü, êàê ïðàâèëî, íåëåãêî. Îäíàêî îáùåïðèíÿòî, ÷òî íàèáîëåå

àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èìåííî êâàäðàòè÷íîé ôóíê-

öèè ïîòåðü. Òîò æå ðåçóëüòàò � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè èñêîìîãî ïàðàìåòðà � ïîëó÷àåòñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà àïîñòåðèîðíûõ

ðàñïðåäåëåíèé è ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé äðóãîé âûïóêëîé ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè

ïîòåðü [36]16.

16Åäèíñòâåííîå ñóùåñòâåííîå âîçðàæåíèå ïðîòèâ ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îíà ¾ïîä÷åðêèâàåò õâîñòû¿ ðàñïðåäåëåíèé, ïðèïèñûâàÿ ñëèøêîì áîëüøîé âåñ
ðåäêèì, âîîáùå ãîâîðÿ, çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà. Îäíàêî äëÿ çàäà÷è îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ýòî âîçðà-
æåíèå ñíèìàåòñÿ, ïîñêîëüêó îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íà.
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5.2.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñíà÷àëà ñëó÷àé ν = 2, êîòîðûé

ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ íà äâå ïîäîáëàñòè: ïðàâèëüíûõ è

íåïðàâèëüíûõ êëàññèôèêàöèé.

Ïóñòü ïîëó÷åííîå ð.ï. èç èìåþùèõñÿ m ïðåöåäåíòîâ mr ðàñïîçíàåò ïðàâèëüíî, à

íà îñòàëüíûõ mw = m − mr � îøèáàåòñÿ. Ïîñòðîèì áàéåñîâñêèå òî÷å÷íûå ôóíê-

öèè îöåíêè p̂ íåèçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè p∗ = 1 − ν îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè ïðè

ðàçëè÷íîì çàäàíèè ôóíêöèè ïîòåðü.

Ôîðìóëà Áàéåñà â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

f(p|mwmr) =
f(p)f(mwmr|p)

1∫
0

f(p)f(mwmr|p)dp

(9)

Çäåñü f(mwmr|p) = pmν (1 − p)mr � ïðàâäîïîäîáèå. Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåòòà-ðàñïðåäåëåíèå (B) Be(a, b) ñ ïàðàìåòðàìè

a > 0, b > 0, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà

f(p) = f(p|a, b) =
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)
pa−1(1− p)b−1, p ∈ (0, 1)

B-ðàñïðåäåëåíèå î÷åíü óäîáíî äëÿ íàøèõ öåëåé, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëå-

íèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå ïðîñòî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìû êðè-

âûõ ïëîòíîñòåé Be(a, b) ïðè ðàçëè÷íûõ a > 0, b > 0, êàê èçâåñòíî, âåñüìà ðàçíîîá-

ðàçíû. Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ B-ðàñïðåäåëåíèÿ

ðàâíû

µβ =
a

a + b
, σ2

β =
ab

(a + b)2(a + b + 1)
.

Ñ ó÷¼òîì ñäåëàííîãî âûáîðà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ áóäåò

f(p|mw, mr) =
Γ(d1 + d2 + m)

Γ(mw + d1)Γ(mr + d2)
pmw+d1−1(1− p)mr+d2−1, p ∈ (0, 1), (10)

ò.å. be(mw + d1, mr + d2).

Óêàæåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíàìåíàòåëÿ (9) è ïîäîáíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóþò

ôîðìóëó Ëèóâèëëÿ [13]:∫
Sν−1(x)

n∏
i=1

xmi
i dx1 . . . dxn =

m1! . . . mn!(
n∑

i=1

mi + n− 1

)
!

,

ãäå m1, m2, . . . ,mn -íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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Ïðè ν = 2 è ó÷åòîì p1 + p2 = 1, p = p ñôîðìóëèðîâàííàÿ â íà÷àëå ï. 5.2 çàäà÷à

ìèíèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä

1∫
0

W (p, q)f(p|mw, mr)dp = R(q) → min, q ∈ Sν−1(x).

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïðè êâàäðàòè÷íîé

W1(p, q) = (p− q)2

ôóíêöèè ïîòåðü áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì àïî-

ñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå µ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (10) åñòü

µ =
mw + a

m + a + b
.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäèôèêàöèÿ ÌÏ-îöåíêè ñ ó÷¼-

òîì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî p∗ èëè êàê ìîäèôèêàöèÿ àïðèîðíîé îöåí-

êè à/(à+ b) ñ ó÷¼òîì íàáëþä¼ííûõ âåëè÷èí mw, è mr.

Ïðè îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòè

p(γi = 1, i = 1, m) ïî ïðèíöèïó íåîïðåäåë¼ííîñòè Ëàïëàñà ïîëàãàåì, ÷òî àïðèîðíàÿ

âåðîÿòíîñòü èìååò ðàâíîìåðíîå íà (0, 1) ðàñïðåäåëåíèå. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

� ýòî B-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè d1 = d2 = 1. Òîãäà ïîëó÷àåì àïîñòåðèîðíóþ

ïëîòíîñòü â âèäå

f(p|mr, mw) =
Γ(m + 2)

Γ(mw + 1)Γ(mr + 1)
pmw(1− p)mr ,

ò.å. ïëîòíîñòü B-ðàñïðåäåëåíèÿ Be(mr + l, mw + 1) ó êîòîðîãî µ = (mw + 1)(m + 2).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà òî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ îöåíêà p̂w1 = p̂w âåðîÿòíîñòè îøèáêè

ðàñïîçíàâàíèÿ 1− ν:

p̂w =
mw + 1

m + 2
. (11)

Íàéäåì òåïåðü ôóíêöèþ îöåíêè p̂w2 = p̂w ïðè íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè ïîòåðü

W2. Èìååì:

R(q) =

1∫
0

(p− q)2(m + 1)!

p(1− p)mr!mw!
pmw(1− p)mrdp =

=

1∫
0

(p− q)2 (m− 1)!1m(m + 1)

(mr − 1)!1mr(mw − 1)!mw

pmw−1(1− p)mr−1dp =

=
m(m + 1)

mrmw

1∫
0

(p− q)2 (m− 1)!

(mr − 1)!(mw − 1)!
pmw−1(1− p)mr−1dp =
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=
m(m + 1)

mrmw

1∫
0

(p− q)2f(p|mw − 1, mr − 1)dp

Ìèíèìóì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè

q = p̂w2 = mw/m, è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âîçâðàòèìñÿ ê îöåíêå (11). ßñíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé: åñëè p̂ � ÌÏ-

îöåíêà, òî

p̂w =
m

m + 2
p̂ +

1

m + 2
,

è ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ð̂, ïðèâåä¼ííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 5.1,

M{p̂w} = M

{
m

m + 2
p̂ +

1

m + 2

}
=

mp∗ + 1

m + 2
6= p∗.

Òàêæå ÿñíî, ÷òî îöåíêà p̂w íå ñìåùåíà àñèìïòîòè÷åñêè.

Äèñïåðñèÿ D{p̂w} ïîëó÷åííîé îöåíêè ðàâíà

D{p̂w} = D

{
m

m + 2
p̂ +

1

m + 2

}
=

(
m

m + 2

2
)
D{p̂} =

mp∗(1− p∗)

(m + 2)2
,

è îöåíêà, î÷åâèäíî, ñîñòîÿòåëüíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà {Dp̂w} äèñïåðñèè ïîëó÷åííîé îöåíêè ðàâíà

D{p̂w} =
mw(m−mw)

(m + 2)2(m− 1)
.

Èìååì D{p̂w} < D{p̂} è äèñïåðñèÿ îöåíêè D{p̂w} â (m + 2)2/m2 ðàç ìåíüøå

ìèíèìàëüíîé ãðàíè÷íîé ïî íåðàâåíñòâó Êðàìåðà-Ðàî.

Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ áàéåñîâñêàÿ îöåíêà

åñòü îöåíêà ñìåù¼ííàÿ è ïîíèçèòü äèñïåðñèþ îöåíêè óäàëîñü èìåííî çà ñ÷åò âûõîäà

êëàññà íåñìåù¼ííûõ. Åñòåñòâåííî, òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñðàçó âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ íèæíåé ãðàíèöû ñìåù¼ííîé îöåíêè [33] 17. ßñíî, ÷òî âûèãðûø

â äèñïåðñèè îöåíêè áóäåò îñîáåííî ñóùåñòâåííûì ïðè ìàëûõ âûáîðêàõ. Ñëåäóåò, îä-

íàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ ñìåù¼ííîé îöåíêè äèñïåðñèÿ ñëóæèò ìåðîé áëèçîñòè íå

ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó, à ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ îöåíêè. Ïîýòîìó âàæíîå

çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò âîïðîñ îá ¾èñòèííîì¿ âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p.

17Äèñïåðñèè ñìåù¼ííûõ Dd è íåñìåù¼ííûõ D îöåíîê ïàðàìåòðà p ñâÿçàíû ôîðìóëîé

Dd = (1 + b′
m(p))2D,

ãäå bm(ð) � ñìåùåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå

p̂ = p +
1− 2p

m + 2
, bm(p) =

1− 2p

m + 2
, b′

m(p) = −2
p

m + 2
, (1 + b′

m(p))2 =
(

m

m + 2

)2

.
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5.2.2. Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Äðóãèå òî÷å÷íûå îöåíêè. Ñ îáùåé òî÷êè

çðåíèÿ íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé, êðîìå óäîáñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (à òàêæå

òðàäèöèè ïðàêòèêîâ), âûäåëÿòü ðàâåíñòâî èñòèííîìó çíà÷åíèþ èìåííî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ îöåíêè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ íåñìåù¼ííîñòè. Âìåñòî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ ìîãóò òàêæå áûòü âûáðàíû ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åãî ìîäà

(ò.í. ìåäèàííàÿ íåñìåù¼ííîñòü èëè íåñìåù¼ííîñòü ïî ìîäå. Â íàøåì ñëó÷àå ìû

ñòîëêíóëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ñìåù¼ííàÿ îöåíêà èìååò äèñïåðñèþ ìåíüøå, ÷åì

íåñìåù¼ííàÿ. Ìû ñ÷èòàåì ýòî äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû îòêàçàòü-

ñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ëèøü êëàññà íåñìåù¼ííûõ îöåíîê. Êðîìå òîãî, îáîñíîâàííîñòü

èñïîëüçîâàíèÿ áàéåñîâñêèõ îöåíîê ïîäòâåðæäàåòñÿ è ïðîâåä¼ííûì ñòîõàñòè÷åñêèì

ìîäåëèðîâàíèåì (ñì. íèæå).

Çàìåòèì, ÷òî, íåôîðìàëüíî ðàññóæäàÿ, ïðèíÿòèå ÌÏ-îöåíêè (ïî ìîäå) áóäåò ïðè-

âîäèòü ê îøèáêàì, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåäêèì, íî, âîçìîæíî, çíà÷èòåëüíûì, à áàéåñîâ-

ñêàÿ îöåíêà (ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ) ïîâëå÷åò, êàê ïðàâèëî, îøèáêè ÷àñòûå,

íî íåáîëüøèå. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äàííûå îöåíêè â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ÿâëÿþò-

ñÿ â ñâî¼ì ðîäå ãðàíè÷íûìè, è èñõîäÿ èç ñïåöèôèêè êîíêðåòíûõ çàäà÷ Z â êà÷åñòâå

òî÷å÷íîé îöåíêè èñêîìîé âåðîÿòíîñòè p∗ ìîæíî âûáðàòü ëþáîå çíà÷åíèå ìåæäó ìî-

äîé è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïîëó÷åííîãî B-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî, íàïðèìåð, åãî ìåäèàíà x(β)1/2 âñåãäà ðàñïîëîæåíà â óêàçàííîì äèàïàçîíå è çà

îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòü èìåííî ìåäèàíó. Òàêàÿ îöåíêà áóäåò îáëàäàòü ñâîé-

ñòâîì ðàâíîâåðîÿòíîé íåäîîöåíêè è ïåðåîöåíêè p∗, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì

äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíà áóäåò ÿâëÿòüñÿ áàéåñîâñêîé ñ

ôóíêöèåé øòðàôà W3(p, q) = |p− q|.
Â [18] äëÿ ìàëûõ p∗ ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áðàòü

Be(1, b) ñ áîëüøèì b. Òîãäà áàéåñîâñêîé ôóíêöèåé îöåíêè áóäåò

p̂ =
mw + 1

m + b + 1
.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü ò.í. W - ìèíèìàêñíóþ îöåíêó,

ïðè êîòîðîé ìàêñèìàëüíûå ïîòåðè äëÿ íåêîòîðîé âûáðàííîé ôóíêöèè ïîòåðü W ìè-

íèìàëüíû ïî p∗ ∈ (0, 1). Ïîíÿòèå W -ìèíèìàêñíîñòè ââîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò çàäàíèÿ

êàêîãî-ëèáî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà. Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîäîáðàòü

àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè êîòîðîì ïîëó÷åííàÿ ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà îêàçûâàåò-

ñÿ òàêæå ðàâíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé áàéåñîâñêîé. Òàêîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

íàçûâàþò íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíûì.

Åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ ïîòåðü êâàäðàòè÷íîé (W = W1), òî ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà

ïàðàìåòðà p áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

p̂ =

√
m

1 +
√

m

m1

m
+

1

1 +
√

m

1

2
.
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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îäíàêî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè îöåíêè â íàøåì

ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî îïðàâäàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ¾ôèçèêè¿ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ âûøåóêàçàííîé îöåíêè íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíûì ðàñïðåäåëåíèåì îêàçûâàåòñÿ

B-ðàñïðåäåëåíèå Be (
√

m/2,
√

m/2). Íåÿñíî, êàê ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-

ãóò áûòü îáîñíîâàíû â ðàìêàõ çàäà÷è Z.

Åñëè æå âûáðàòü íîðìèðîâàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü (W = W1), òî

W2-ìèíèìàêñíûìè îöåíêàìè èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé áóäóò ÿâëÿòüñÿ îòíîñèòåëüíûå

÷àñòîòû. Ïðè ýòîì íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîì ðàñïðåäåëåíèåì îêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íîå. Íåïðèåìëåìîñòü æå òî÷å÷íûõ îöåíîê â âèäå îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ ñëó÷àÿ

ìàëûõ âûáîðîê îáñóæäàëàñü âûøå.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà: ¾Êàêàÿ èç âîçìîæíûõ òî÷å÷íûõ îöåíîê íàèáîëåå àäå-

êâàòíà ðåàëüíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì?¿ áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-

ìåíò. Äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé p ∈ [0, 1] ïîÿâëåíèÿ óñëîâíîãî ñîáûòèÿ A ãåíåðèðîâà-

ëèñü âûáîðêè îáú¼ìàì n = 1, 2, . . . , 20 è ôèêñèðîâàëîñü êîëè÷åñòâî r íàáëþä¼ííûõ

ñîáûòèé. Çàòåì âû÷èñëÿëîñü íàèáîëåå âåðîÿòíîå (ñðåäíåå) çíà÷åíèå p, äëÿ êîòîðîé

ïðè äàííîì n íàáëþäàåòñÿ r ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A, ò.å. îïðåäåëÿëàñü ñòîõàñòè÷åñêàÿ

îöåíêà p̌ âåðîÿòíîñòè ð(À) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ À. Îíà ñðàâíèâàëàñü ñ

ÌÏp̂ML
=

r

n

è áàéåñîâñêîé

p̂B =
r + 1

n + 2
îöåíêàìè ïî ôîðìóëå

p̌ = λ · p̂ML + (1− λ) · p̂B

(äëÿ ÷åòíûõ n è r = n
2
óêàçàííûå îöåíêè ñîâïàäàþò è çíà÷åíèå λ íå îïðåäåëåíî).

Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííûå ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè, êàê ïðàâèëî,

î÷åíü áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì áàéåñîâñêèì (λ ≈ 0). Íàèáîëüøèå îòíîñèòåëüíûå

îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé λ íàáëþäàëèñü â îáëàñòè

r =
n

2
± 1

2

äëÿ íå÷¼òíûõ n, ãäå ðàññìàòðèâàåìûå îöåíêè ìàëî ðàçëè÷àþòñÿ è âåëè÷èíà λ ïëî-

õî îáóñëîâëåíà. Â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ìàëûõ n è r çíà÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

è áàéåñîâñêîé îöåíîê ñîâïàäàëè ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ (äëÿ ïðèáëèçèòåëüíî 10000

íàáëþäåíèé çíà÷åíèé r ïðè äàííîì n âåëè÷èíà λ ñîñòàâëÿëà ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ

ïðîöåíòîâ). Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ áàéåñîâñêèå îöåíîê,

îñîáåííî â ñëó÷àå ìàëûõ âûáîðîê, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäòâåðæäåííûì ñòîõàñòè÷åñêèì

ìîäåëèðîâàíèåì18.

18Ïðîãðàììà ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàïèñàíà À. Ëàïøèíûì â ñðåäå Delphi 5.0 äëÿ ÏÊ.
Äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû r èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
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5.2.3. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü òåïåðü ν > 2 . Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ôîðìóëà

Áàéåñà èìååò âèä

f(p̄|m1, m2, . . .mν) =
f(p̄)f(m1, m2, . . . mν |p̄)∫

Sν−1(p̄)

f(p̄)f(m1, m2, . . . mν |p̄)dp̄
. (12)

Çäåñü

f(m1, m2, . . . mν |p̄) =
ν∏

k=1

pmk
k

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ è, åñòåñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâ-

êè (5). Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 3, èñêîìûå âåðîÿòíîñòè p̄ = {pk}ν
k=1 ïîä÷èíÿþòñÿ ïîëè-

íîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (6).

Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü (ν − 1)-ìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå Äèðèõëå Di = (d1, d2, . . . , dν−1, dν) ñ ïàðàìåòðàìè d1, d2, . . . , dν−1, dν , èìå-

þùåå ïëîòíîñòü

f(p̄|d1, d2, . . . , dν−1, dν) =
Γ(d1 + d2 + . . . + dν)

Γ(d1)Γ(d2) . . . Γ(dν)

ν∏
k=1

pdk−1
k (13)

â ëþáîé òî÷êå ñèìïëåêñà Sν−1(x̄) è ðàâíóþ íóëþ â äðóãèõ òî÷êàõ Rν . Çäåñü âñå

(d1, d2, . . . , dν) � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè ν = 2 Di(d1; d2) ñâîäèòñÿ

ê Âå(à, b). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå (ν − 1)-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå åñòü

µDi =
dk

d1 + . . . + dν

, k = 1, ν.

Èç (12) è (13) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

åñòü

f(p | d1, . . . , dν) =
Γ(d1 + . . . + dν + m)

Γ(d1 + m1) . . . (dν + mν)

ν∏
k=1

pdk+mk−1
k ,

ò.å. áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïëîòíîñòüþ (ν − 1)-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå

Di (m1 + d1, . . . , mν−1 + dν−1, mν + dν).

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü W (p̄, q̄) = || p̄ − q̄ ||2 áàéåñîâñêèìè îöåíêàìè

p̂i âåðîÿòíîñòåé p∗i áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà µk àïîñòåðèîðíîãî ñðåäíåãî

µ̄ = (µ1, . . . , µν)
T , ðàâíûå

p̂k = µk
mk + dk

m +
ν∑

j=1

dj

, k = 1, ν.

¾áðàêîâêè¿. Â ïðîãðàììå ìîäåëèðîâàëîñü 10000 ýêñïåðèìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó p ïðè
äàííîì n. Âðåìÿ ñ÷åòà ïðè ýòîì íå ïðåâîñõîäèëî òðåõ ìèíóò (ïðîöåññîð Pentium-III).
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Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î âåñàõ ïðåöåäåíòîâ ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå

ðàñïðåäåëåíèÿ p̄ ðàâíîìåðíîå. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ðàñïðåäåëåíèå Äè-

ðèõëå Di(1, . . . , 1; 1). Ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

èìååò âèä

f(p̄ |m1, m2, . . . , mν) =
Γ(m + ν)

Γ(m1 + ν) . . . Γ(mν + 1)

ν∏
k=1

pmk
k =

(m + ν − 1)

m1! . . . mν !
pm1

1 pm2
2 . . . pmν

ν ,

ãäå p̄ ∈ Sν−1(x̄), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (ν − 1)-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå

Di (m1 + 1; . . . , mν−1 + 1; mν + 1),

à áàéåñîâñêèìè îöåíêàìè p̂k âåðîÿòíîñòåé p∗k áóäóò ÿâëÿòüñÿ âåëè÷èí

p̂k = µk =
mk + 1

m + ν
, k = 1, ν. (14)

Åñëè ôîðìàëüíî ïîëîæèòü m = 0 (îòñóòñòâèå ïðåöåäåíòîâ) ïîëó÷àåì

p̂1 = p̂2 = . . . = p̂ν=1/ν

� ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ëàïëàñà, èñïîëüçîâàííûé íàìè ïðè âûâîäå (14).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå íîðìèðîâàííîé ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü

W (p̄, q̄) = ||p̄− q̄||2
/

ν∏
k=1

pk

ïðèâîäèò ê îöåíêàì p̂k = mk/m, k = 1, ν, ñîâïàäàþùèì â ýòîì ñëó÷àå ÌÏ-îöåíêàìè.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî âîñïðîèçâîäèìîñòè19 ïî m

ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ M(m; ·) è ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ïîëó-

÷èì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà äèñïåðñèé îöåíîê (14) ñóòü

D{p̂k} =
p∗k(1− p∗k)m

(m + ν)2
,

à èõ íåñìåùåííûå îöåíêè �

D{p̂k} =
mk(m−mk)

(m− 1)(m + ν)2
, k = 1, ν.

19Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñ ïàðàìåòðîì θ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ p(u, θ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u íàçû-
âàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùåé ïî θ, åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí u1 è u2, êîòîðûå èìåþò
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (u1, θ1) è P (u2, θ2) ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà u1 + u2 ðàñïðåäåëåíà ïî
P (u1 + u2, θ1 + θ2) (ñì. [33]). Åñëè â (12) f(p) è f(m1, m2, . . . , mν | p) ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó òèïó
âîñïðîèçâîäÿùèõ ïëîòíîñòåé, òî è ïëîòíîñòü f(p |m1, m2, . . . , mν) áóäåò îòíîñèòñÿ ê òîìó æå òèïó
ðàñïðåäåëåíèé.
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5.2.4. Ñëó÷àé íåðàâíûõ âåñîâ ïðåöåäåíòîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðå-

íèþ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåêòîð âåñîâ

{γi = γ(xi)}m
i=m = γ̄m (ãäå íå âñå êîìïîíåíòû ðàâíû) ïðåöåäåíòîâ x̄m. Çíà÷åíèå γi

ïîêàçûâàåò ÷àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè ïðåöåäåíòà xi. ×àñòî çàêàç÷èê, ãîòîâÿ èñõîäíûå

äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è æåëàÿ äàòü áîëåå ïîëíîå è êîìïàêò-

íîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ, íàìåðåííî èëè âûíóæäåííî20 ïðåäîñòàâëÿåò

ðàçðàáîò÷èêó ñïèñîê ïðåöåäåíòîâ, áîëåå-ìåíåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî

ïðîñòðàíñòâó îáðàçîâ, óêàçûâàÿ áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ ¾òèïè÷íîñòü¿ äàííîãî

ïðåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ ïðèïèñûâàíèÿ åìó ñîîòâåòñòâóþùåãî âåñà. Ýòîò ïðè¼ì

ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü îáú¼ì ïðåäîñòàâëÿåìîé ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè áåç

ïîòåðè å¼ ðåïðåçåíòàòèâíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ¾âàæíîñòü¿ èëè ¾òèïè÷íîñòü¿ γi > 1 äàííîãî ïðåöåäåíòà xi ìîæ-

íî òðàêòîâàòü êàê çàäàíèå ¾äîïîëíèòåëüíûõ ïðåöåäåíòîâ¿ âáëèçè ñ àíàëîãè÷íûìè

ïðèçíàêàìè, è òàê, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ïðåöåäåíòû âñåãäà êëàññèôèöèðóþòñÿ òàê-

æå, êàê è xi. Óêàçàííûå ¾äîïîëíèòåëüíûå ïðåöåäåíòû¿ íàçîâåì êâàçèïðåöåäåíòàìè.

Äëÿ òî÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ èíôîðìàöèåé, çàëîæåííîé â âåñàõ, èõ ÷èñëî íå îáÿçàíî

áûòü öåëûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå òà èëè èíàÿ êëàññèôèêàöèÿ xi ïðèâåäåò ê

ñîîòâåòñòâóþùåìó óâåëè÷åíèþ îöåíêè âåðîÿòíîñòè pi, ÷òî ïîâûñèò å¼ âêëàä â âåëè-

÷èíó ñðåäíåãî ðèñêà (4) è îòðàçèò, òàêèì îáðàçîì, çíà÷èìîñòü äàííîãî ïðåöåäåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè î âåñàõ âûòåêàåò èç

ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè îñòàþùåéñÿ âåðíîé ãèïîòåçå ïðåäñòàâèòåëüíîñòè,

å¼ ôîðìà â âèäå ¾Ãèïîòåçà 1¿ óæå ñòàíîâèòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Ïîýòîìó äëÿ îáîñíî-

âàíèÿ îïðåäåëåíèÿ íàäåæíîñòè âûáðàííîãî ð.ï. äàííóþ ãèïîòåçó íóæíî äîïîëíèòü

ïðåäïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî èìåþùåãîñÿ âèäà ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè. Íàøå

îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåñà îáðàçîâ γi ÷åðåç êîëè÷åñòâà êâàçè-

ïðåöåäåíòîâ îïèñûâàþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáðàçîâ â îêðåñòíîñòÿõ xi ñ òåì æå

çíà÷åíèåì èñòèííîãî êëàññèôèêàòîðà f ∗(xi) . Òî÷íåå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåñà γi îáðàçîâ

xi ëèíåéíî è àääèòèâíî ñâÿçàíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâëåíèÿ â ïðîöåññå êëàññèôè-

êàöèè íà ïðàêòèêå íîâûõ îáðàçîâ â îêðåñòíîñòÿõ xi ñ òåì æå çíà÷åíèåì èñòèííîãî

êëàññèôèêàòîðà f ∗(xi), i = 1, 2, . . . , m. Êîíêðåòíî, ìû äîïîëíÿåì Ãèïîòåçó 1 íèæå-

ñëåäóþùåé Ãèïîòåçîé 2.

Ãèïîòåçà 2. Ïðè íåðàâíûõ âåñàõ γi 6= const, i = 1, m. íàáîð ïðåöåäåíòîâ {xi}m
i=1

íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé íåçàâèñèìîé âûáîðêè m ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (X) íà X, îäíàêî âåñà ïðåöåäåíòîâ {γ1, γ2, . . . , γm}
îòðàæàþò àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè P (X).

20íàïðèìåð, èç-çà îòñóòñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûõ.
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Ïîñêîëüêó ìû òðàêòóåì âåñà êàê èíôîðìàöèþ î êîëè÷åñòâå êâàçèïðåöåäåíòîâ â

îêðåñòíîñòè xi, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî γi > 1, i = 1, m, (äëÿ ÷åãî, ïðè íåîáõî-

äèìîñòè, ïîäåëèì âñå âåñà íà min γi. Òî÷íåå, êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ êâàçèïðå-

öåäåíòîâ áóäåò îïèñûâàòüñÿ âåëè÷èíàìè γi − 1, ò.ê. â îêðåñòíîñòè xi óæå åñòü îäèí

ïðåöåäåíò � ñàì xi. Îáîçíà÷èì γ′i = γi − 1, i = 1, m.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî àïðèîðíûé âåñ µ′k îáëàñòè Xk àääèòèâåí è ïðîïîðöèî-

íàëåí âåñàì, ïîïàâøèõ â íåãî êâàçèïðåöåäåíòîâ, ò.å.

µ′k =
∑

i: xi∈Xk

γ′i, k = 1, ν.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ∑
i: xi∈Xk

γi = µk (15)

Ïîíÿòíî, ÷òî µ′k = µk −mk > 0, k = 1, ν, ïîñêîëüêó mk =
∑

i: xi∈Xk

1.

Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà {Xk}ν
k=1 ïðèìåì ðàñïðåäå-

ëåíèå Äèðèõëå Di (µ′1 + 1, µ′2 + 1, . . . , µ′ν−1 + 1; µ′ν + 1).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî òàêàÿ òðàêòîâêà âåñîâ ïðåöåäåíòîâ äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îò-

ðàæàåò ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ.

Îáîçíà÷èì

M =
ν∑

k=1

µk. (16)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàéåñà (12) è âûøå ïðèâåä¼ííûå çàâèñèìîñòè, ïîëó÷èì àïî-

ñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé

p̄ = {p1, p2, . . . , pν}, pk ∈ (0, 1), k = 1, ν :

f(p̄ |m1, m2, . . . , mν) =

Γ

(
m + ν +

ν∑
k=1

µ′k

)
ν∏

k=1

Γ(mk + µ′k + 1)

ν∏
k=1

p
mk+µ′k
k =

=
Γ(M + ν)

ν∏
k=1

Γ(µk + 1)

ν∏
k=1

pµk

k =
(M + ν − 1)!

µ1! µ2! . . . µν !
pµ1

1 pµ2

2 . . . pµν
ν ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (ν − 1)-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå

Di(µ1 + 1, µ2 + 1, . . . , µν−1 + 1; µν + 1).

Áàéåñîâñêîé îöåíêîé èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü áóäåò

âåêòîð àïîñòåðèîðíîãî ñðåäíåãî ñ êîìïîíåíòàìè

p̂k =
µk + 1

M + ν
, k = 1, ν (17)
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ãäå µk è M âû÷èñëÿþòñÿ ïî (15) è (16) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè çíà÷åíèÿ è ïðåäëàãàåò-

ñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òî÷å÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé x ∈ Xk â îáùåì

ñëó÷àå çàäà÷è Z. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè γi = const, i = 1, ν, ôîðìóëà (17) ïðå-

âðàùàåòñÿ â (14).

ßñíî òàêæå, ÷òî â ðàìêàõ ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà ôîðìóëà (17) ïðèìåò âèä

p̂k
µk

M
, k = 1, ν.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí àêàäåìèêó ÐÀÈ Þ.È. Æóðàâë¼âó çà ïîíèìàíèå è

ïîääåðæêó. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí ïðîô. Â.Å. Áåíèíãó çà öåííûå êîíñóëüòà-

öèè è ê.ô.-ì.í. Ê.Â Âîðîíöîâó çà ïðåäîñòàâëåííûå ìàòåðèàëû ïî òåîðèè Âàïèèêà-

×åðâîíåíêèñà.
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