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Abstract
Solubility conditions for difference equation of smooth transfer type and its adjoint equation were

obtained for regular and spectral cases. Connection with other equations in particular generalized
hypergeometrical one studied by Y.I. Chersky are determined. The solution is obtained in quadratures.

Дифференциально-разностные уравнения с переменными коэффициентами име-
ют широкий класс приложений. Уравнение типа плавного перехода является част-
ным случаем таких уравнений. Ранний период теории дифференциально-разностных
уравнений отражен в монографии [1]. Разрешимость дифференциально-разностных
операторов в частных производных исследуется в работе [2]. Нормальный случай
уравнения анонсирован в совместной с Ю.И. Черским работе [3]. Близкие уравнения
исследовались в работе В.В. Керекеши, А. Отилио [4]. Как и для впервые введенно-
го Ю.И. Черским интегрального уравнения плавного перехода [5], для изучаемого
уравнения применяется преобразование Фурье и теория краевой задачи Карлемана
для полосы.

1. Нормальный случай уравнения

Пусть даны комплексные постоянные akp, bkp, вещественные постоянные hkp
и функция g(t) ∈ L2(R). В пространстве функций таких, что fk(t) ∈ L2(R),
k = 0, 1, ..., n ищется решение уравнения

n∑
k=0

m∑
p=1

(akp + bkpe
−t)f (k)(t− hkp) = g(t), t ∈ R. (1)

Приведем это уравнение к равносильной задаче Карлемана для полосы
0 < Im z < 1

Φ(x) + A(x)Φ(x+ i) = H(x), x ∈ R (2)

относительно искомой функции Φ(x) ∈ {{0, 1}} [5]. Для этого введем новую неиз-
вестную функцию

ϕ(t) =
n∑
k=0

m∑
p=1

bkpf
(k)(t− hkp), (3)
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которая принадлежит пространству L2(R), как сумма функций принадлежащих
L2(R). Из (1) следует, что e−tϕ(t) ∈ L2(R), т. е. функция ϕ(t) удовлетворяет од-
новременно двум условиям

ϕ(t) ∈ L2(R), e−tϕ(t) ∈ L2(R), (4)

что является необходимым и достаточным для того, чтобы ее интеграл Фурье
Φ(x) = F{ϕ(t)}(x) принадлежал классу {{0, 1}}, т. е. был аналитически продолжим
на полосу 0 < Im z < 1 и чтобы существовала постоянная C такая, что для ∀y ∈ [0, 1]

∞∫
−∞

|Φ(x+ iy)|2dx 6 С.

Перейдем в равенствах (1) и (3) к интегралам Фурье,
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)kexp(ixhkp)F (x) + Φ(x+ i) = G(x), x ∈ R, (5)

Φ(x) =
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)kexp(ixhkp)F (x), x ∈ R.

Исключив неизвестную функцию F (x), получим задачу Карлемена (2), в которой

A(x) =

[
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)kexp(ixhkp)

][
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)kexp(ixhkp)

]−1
(6)

H(x) = G(x)

[
n∑
k=0

m∑
p=1

(bkp − akp)(−ix)kexp(ixhkp)

][
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)kexp(ixhkp)

]−1
.

Исследуем задачу (2), (6). В нормальном случае, если выражения коэффициента
A(x) (6), стоящие в квадратных скобках, не имеют вещественных нулей, A(x) → 1

при x → ±∞, то разрешимость задачи (2) и уравнения (1) определяется величиной
κ = indA(x). Известно, что уравнение (1) имеет n линейно независимых решений,
но не все они принадлежат выбранному классу, в нашем случае будет κ-решений.
Точнее, справедлива

Теорема 1. Предположим, что выполняются условия[
m∑
p=1

anp exp(ixhnp)

][
m∑
p=1

bnp exp(ixhnp)

]−1
= 1,

n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)k exp(ixhkp) 6= 0,
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp) 6= 0, x ∈ R.
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Пусть κ—индекс функции A(x)

κ = ind

n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp)

n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)k exp(ixhkp)
.

Тогда при κ 6 0 однородное уравнение (1) имеет в классе функций f(t) таких, что

f (k)(t) ∈ L2(R), k = 0, 1, ..., n (7)

только нулевое решение; в случае κ > 0 это уравнение в классе (7) имеет ровно
κ линейно независимых решений. При κ > 0 неоднородное уравнение (1) безусловно
разрешимо, причем общее решение в классе (7) определяется формулами

f(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

[Φ(x) +G(x)]

[
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp)

]−1
e−ixtdx,

Φ(x) = F+(e2πx)eπx,

F+(ξ) = X+(ξ)

[
Ψ+(ξ) +

Pκ−1(ξ)

(ξ + i)κ

]
, ξ > 0,

Ψ+(ξ) =
H1(ξ)

2X+(ξ)
+

1

2πi

∞∫
−∞

H1(τ)dτ

X+(τ)(τ − ξ)
,

X+(ξ) = exp

1

2
ln

[
A1(ξ)

(
ξ + i

ξ − i

)κ]
+

1

2πi

∞∫
−∞

ln[A1(τ)( τ+i
τ−i)

κ]dτ

τ − ξ

 ,

A1(ξ) =

{
A(ln ξ/2π), ξ>0,
1, ξ<0,

H1(ξ) = e−πxH(x), ξ > 0, ξ = e2πx; H1(ξ) ≡ 0, ξ < 0.

Здесь Pκ−1(ξ)—произвольный многочлен степени не выше κ − 1 с комплексными
коэффициентами, H(x), A(x) определяются выражениями (6). В случае κ < 0 для
разрешимости уравнения (1) необходимыми и достаточными являются условия

∞∫
−∞

H1(ξ)dξ

X+(ξ)(ξ + i)k
= 0, k = 1, 2, ..., |κ|,

при выполнении которых решение уравнения (1) в классе (7) единственно и опреде-
ляется указанными формулами, где Pκ−1(ξ)≡ 0.
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2. Исключительный случай дифференциально-разностного
уравнения

Будем предполагать, что у тригонометрических многочленов
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)k exp(ixhkp) и
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp)

допускаются вещественные корни.
Пусть µ, ν—целые неотрицательные числа. Рассмотрим однородную задачу Кар-

лемана
Φ(x) = −A(x)Φ(x+ i), x ∈ R, (8)

где искомая аналитическая функция Φ(x) ∈ {{0, 1}}, а заданная функция допускает
представление

A(x) =

µ∏
k=1

(
x− sk
x− i

) ν∏
k=1

(
x+ i

x− σk

)
N(x), (9)

в котором функция N(x) непрерывна, не обращается в нуль и стремится к единице на
бесконечности, sk, σk—вещественные числа, а дробь в (9)—несократимая. Среди чисел
sk могут быть равные, что соответствует кратному нулю функции A(x). Равными
могут быть также числа σk. Имеет место

Теорема 2. Пусть κ = indN(x). Тогда при κ 6 0 задача (8) имеет только нулевое
решение, а при κ > 0 имеет ровно κ линейно независимых решений. Общее решение
дается в квадратурах

Φ(ζ) = F (e2πζ)eπζ , F (z) =

{
F+(z), Im z > 0,

F−(z), Im z < 0,

F+(z) = X+(z)

ν∏
k=1

(z − pk)

(z + i)κ+ν
Pκ−1(ζ),

F−(z) = X−(z)

µ∏
k=1

(z − qk)

(z − i)κ+µ
Pκ−1(ζ),

X+(ξ) = exp

1

2
ln

[
M(ξ)

(
ξ + i

ξ − i

)κ]
+

1

2πi

∞∫
−∞

ln
[
M(τ)

(
τ+i
τ−i

)κ]
dτ

τ − ξ

 ,

X−(ξ) =

(
ξ + i

ξ − i

)κ

exp

−1

2
ln

[
M(ξ)

(
ξ + i

ξ − i

)κ]
+

1

2πi

∞∫
−∞

ln
[
M(τ)

(
τ+i
τ−i

)κ]
dτ

τ − ξ

 ,
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M(ξ) =


N
(
ln ξ
2π

) (
ln ξ+2πi
ξ+i

)ν (
ξ−i

ln ξ−2πi

)µ µ∏
k=1

(
ln ξ−ln pk
ξ−pk

) ν∏
k=1

(
ξ−qk

ln ξ−ln qk

)
, ξ>0,

µ∏
k=1

(
ξ−i
ξ+pk

) ν∏
k=1

(
ξ−qk
ξ+i

)
, ξ60,

2πsk = ln pk, 2πσk = ln qk.

Здесь Pκ−1(z)—произвольный многочлен степени не выше κ − 1, а сингулярные
интегралы понимаются в смысле главного значения.

Доказательство теоремы основано на сведении задачи (8) к задаче Римана. Введем
функцию

ω(z) =
1√
z

Φ

(
ln z

2π

)
, (10)

которая представима интегралом типа Коши

ω(ζ) =
1

2πi

∞∫
0

Ω(τ)dτ

τ − ζ
, Ω(τ) ∈ L2(0,∞).

Умножая (8) на e−πx и полагая ξ = e2πx, получим краевую задачу Римана на
полуоси

ω+(ξ) =

µ∏
k=1

(
ln ξ − ln pk
ln ξ − 2πi

) ν∏
k=1

(
ln ξ + 2πi

ln ξ − ln qk

)
N

(
ln ξ

2π

)
ω−(ξ), ξ > 0. (11)

С помощью функций

F (ξ) =
1

2πi

∞∫
0

Ω(τ)dτ

τ − ξ
=

{
F+(ξ), Im ξ > 0,

F−(ξ), Im ξ < 0

приходим к задаче Римана на всей оси

F+(ξ) = M(ξ)

µ∏
k=1

(
ξ − pk
ξ − i

) ν∏
k=1

(
ξ + i

ξ − qk

)
F−(ξ), ξ ∈ R (12)

При этом F±(ξ) = ω±(ξ), ξ > 0 и F+(ξ) = F−(ξ), ξ < 0, а индекс функции M(ξ)

совпадает с индексом функции N(ξ). Решив задачу Римана в исключительном слу-
чае (12), получим доказательство всех утверждений теоремы 2.

Для применения результатов теоремы 2 к однородному уравнению (1), достаточно
предположить,что

m∑
p=1

anp exp(ixhnp) =
m∑
p=1

bnp exp(ixhnp) 6= 0.
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В этом случае функцию A(x) (6) можно представить в виде (9). Через x будем обо-
значать индекс построенной таким путем функции N(x) в представлении (9). Соглас-
но теореме 2 в случае x 6 0 задача (8) и вместе с ней и однородное дифференциально-
разностное уравнение имеет только нулевое решение. Если x > 0, то решение (1) f(t)

найдем по его преобразованию Фурье F (t) с помощью равенств (5) при G(x) ≡ 0,
откуда

F (x) =
Φ(x)

n∑
k=0

m∑
p=0

bkp(−ix)k exp(ixhkp)
. (13)

Для получения решения в нужном классе f (k)(t) ∈ L2(R), k = 0, 1, . . . , n, согласно
теории интегралов Фурье, необходимо и достаточно, чтобы

(1 + |x|)nF (x) ∈ L2(R) (14)

Из (5) следует,что функция Φ(x) является аналитической для всех конечных точек
x ∈ R. Следовательно, чтобы функция (13) удовлетворяла условиям (14), необходи-
мо и достаточно, чтобы Φ(x) имела нули (не меньшей кратности) во всех точках
вещественных корней тригонометрического многочлена

n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(ix)k exp(ixhkp).

Пусть r — число вещественных корней указанного многочлена (с учетом крат-
ности). Тогда при r > x условию (14) можно удовлетворить лишь при равном нулю
многочлене Px−1(z) входящем в общее решение Φ(z) (теорема 2), а однородное уравне-
ние (1) будет иметь лишь тривиальное решение. Если r < x, то для выполнения (14)
необходимо и достаточно определить r параметров многочлена Px−1(z), остальные
x− r будут произвольными, что будет соответствовать линейно независимым реше-
ниям однородного уравнения (1).

Теорема 3. Пусть в однородном уравнении (1)

m∑
p=1

anp exp(ixhnp) =
m∑
p=1

bnp exp(ixhnp) 6= 0.

x — индекс функции N(x), определяемой формулами (6), (9) и r — число веществен-

ных корней (считая кратность) многочлена
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp).

Тогда при x − r однородное дифференциально-разностное уравнение (1) в клас-
се (14) f (k)(t) ∈ L2(R), k = 0, 1, . . . , n, имеет только нулевое решение. Если x−r > 0,
это уравнение в классе (14) имеет ровно x−r линейно независимых решений. Общее
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решение в этом случае имеет вид

f(t) = F−1


Φ(x)

n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp)

 ,

где функция Φ(x) строится по формулам теоремы 2 и имеет те же вещественные
корни, что и многочлен

n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp).

Исследование неоднородного уравнения (1) опирается на исключительный случай
неоднородной краевой задачи Карлемана (2), или соответствующей ей краевой Ри-
мана в исключительном случае. Ввиду громоздкости формулировок в этом случае
они не приводятся. Заметим, что, опираясь на более общие случаи решения зада-
чи Римана (12) (и неоднородной задачи) в особом случае, можно получить решения
соответствующих дифференциально-разностных уравнений.

3. Союзное уравнение

Запишем уравнение (1) в более виде

Kf ≡
n∑
k=0

m∑
p=1

(
αkp + βkpth

t

2

)
f (k)(t− hkp) = g1(t), t ∈ R, (15)

здесь

2akp = αkp + βkp , 2bkp = αkp − βkp , g1(t) = et/2g(t)/ch
t

2
∈ L2(R).

Уравнение

K∗ψ ≡
n∑
k=0

m∑
p=1

(−1)k
{
αkpψ

(k)(t+ hkp) + βkp
dk

dtk

[
th

(t+ hkp)

2
ψ(t+ hkp)

]}
= q(t) (16)

будет союзным к (15). Для сведения уравнения (16) к краевой задаче Карлемана (2)
введем новую неизвестную функцию

ϕ(t) =
ψ(t)

1 + e−t
, (∈ {0, 1}). (17)

Получим
n∑
k=0

m∑
p=1

(−1)k
{
αkpϕ

(k)(t+ hkp) + βkp
dk

dtk
[
e−(t+hkp)ϕ(t+ hkp)

]}
=
q(t)

2
, t ∈ R,
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а после применения преобразования Фурье
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(ix)k exp(−ixhkp)Φ(x) +
n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(ix)k exp(−ixhkp)Φ(x+ i) =
Q(t)

2
.

Умножим обе части полученного равенства на
[

n∑
k=0

m∑
p=1

akp(ix)k exp(−ixhkp)
]−1

, полу-

чим краевую задачу Карлемана вида (2)

Φ(x) + A(x)Φ(x+ i) = H(x) x ∈ R, (18)

где A(x) определяется формулой (6), а

H(x) =
1

2
Q(x)

[
n∑
k=0

m∑
p=1

akp(ix)k exp(−ixhkp)

]−1
,

к задаче (18) в полном объеме применимы результаты п. 1,2.
При этом, картина разрешимости этой задачи, а значит и, равносильного ей со-

юзного дифференциально-разностного уравнения (16), определяется числом κ

κ∗ = indA(−x) = −κ

При κ < 0 однородное уравнение (16) имеет ровно κ линейно независимых ре-
шений, а неоднородное безусловно разрешимо. Если κ = 0, то решение уравне-
ния (16) существует при любой правой части q(t) ∈ L2(R) и единственно. При
κ > 0 однородное уравнение имеет лишь нулевое решение, а для решимости неод-
нородного необходимы и достаточны условия, указанные в теореме 1. Во всех слу-
чаях, когда решение уравнения (16) существует, его можно построить по формуле
ψ(t) = (1 + e−t)F−1{Φ(x)}(t), причем функция Φ(x) определена формулами п.1, где
следует заменить A(x) на A(−x).

Таким образом, заключаем, что для уравнений Kf = g1, K∗ψ = q справедливы
теоремы Нетера, уравнения нормально разрешимы, индекс оператора K

IndK =
1

2π

arg

n∑
k=0

m∑
p=1

bkp(−ix)k exp(ixhkp)

n∑
k=0

m∑
p=1

akp(−ix)k exp(ixhkp)


∞

−∞

согласован с индексом коэффициента соответствующей задачи Карлемана.

4. Некоторые другие дифференциальные и
дифференциально-разностные уравнения типа плавного перехода

Дифференциально-разностное уравнение (1) допускает естественное обобщение
n∑
k=0

m∑
p=1

(
akpe

−αt + bkpe
−βt) f (k)(t− hkp) = g(t), t ∈ R (19)
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где α, β — вещественные числа α < β.
Исследование (16) может быть проведено по схеме п.1 в классе функций, обеспе-

чивающих принадлежность вводимой функции (3) классу {α, β}(ϕ(t) ∈ {α, β}). При
этом, исследование (19) приводит к эквивалентной краевой задаче Карлемана для
полосы α < Im z < β. Это позволяет получить результаты, аналогичные п.1.

Результаты, полученные для уравнений (1) и (19), остаются справедливыми и для
соответствующих им дифференциальных уравнений

n∑
k=0

(ak + bke
−t))f (k)(t− hk) = g(t), t ∈ R (1‘)

и
n∑
k=0

(ake
αt + bke

−βt))f (k)(t− hk) = g(t), t ∈ R (19‘)

Рассмотрим дифференциальное уравнение, обобщающее известное гипергеомет-
рическое [5]

n∑
k=0

xk(αkx+ βk)y
(k)(x) = h(x), x > 0, (20)

где αk, βk — комплексные числа. Путем замены переменных x = et уравнение (20)
сводится к уравнению (1‘), т.е. к частному случаю уравнения (1). Дифференциальное
уравнение

n∑
k=0

xk(αkx
α + βkx

β)y(k)(x) = h(x), x > 0, (21)

где α, β — вещественные (α < β), а αk, βk — комплексные числа, заменой x = et

сводится к уравнению (19‘).
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