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Integrals from functions generated by increasing factorial powers.

Goy T. P.

Abstract. Mathematical models of various natural and industrial processes often lead to
problems, exact solutions of which it is impossible to obtain by means of well-known classical
methods. This is the reason for further development of function theory and numerical analysis.
Enlargement “library” of non-elementary functions leads to the enlargement of tasks that can
be solved in closed form. That’s why the introducing of new non-elementary functions and
studying their properties are actual tasks. Further studying of the new non-elementary functions
is prospective and very useful for different branches of science.

The classical transcendental functions cosx, sinx is given by the corresponding power series
with factorials, which can be written as the falling factorial power n

n (i.e. usual funtorials).
Replacing the falling factorial powers by the corresponding rising factorial powers nn, we get the
new non-elementary real functions Sin(x), Cos(x).

In general, duality of rising and falling factorial powers is a common feature in the
combinatorial analysis. In other words, if a problem leads to some combinatorial identity
constructed with the help of falling factorial powers, then there is often a dual combinatorial
problem, which leads to a dual combinatorial identity involving rising factorial powers.

In this paper we consider new integral functions e

S(x) =

R

x

0

Sin(t) dt, e

C(x) =

R

x

0

Cos(t) dt.
We sketch graphs of these functions and find some of their basic properties. In particular, we
established the relationship of these functions with the generalized hypergeometric function
2

F

3

(a

1

, a

2

; b

1

, b

2

, b

3

; z). We also showed that functions e

S(x), e

C(x) are solutions of linear ordinary
differential equations of four order with variables coefficients.

Вступ

Постановка проблеми. Математичнi моделi багатьох природних i технiчних про-
цесiв приводять до задач, точнi розв’язки яких отримати класичними методами
неможливо. Розширення “бiблiотеки” неелементарних функцiй приводить до знач-
ного розширення кола задач, якi не можуть бути розв’язанi у замкненому виглядi.
Тому запровадження нових неелементарних функцiй та вивчення їх властивостей є
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актуальною задачею, яка зумовлює подальший розвиток наближених методiв i теорiї
функцiй.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. У [1], [2] дослiдженi новi неелементар-
нi функцiї Sin(x), Cos(x), утворенi замiною у степеневих рядах тригонометричних
функцiй sin x, cos x спадних факторiальних степенiв (звичайних факторiалiв) вiд-
повiдними зростаючими факторiальними степенями. Виведенi також формули, що
пов’язують цi функцiї. Показано, що функцiї Sin(x), Cos(x) є розв’язками звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами.

У [3] введенi iнтегральнi функцiї, утворенi замiною у класичних iнтегралах Фре-

неля (синус-iнтегралi та косинус-iнтегралi Френеля)
x

R

0

sin t2dt,
x

R

0

cos t2dt тригономет-

ричних функцiй на функцiї Sin(x), Cos(x) вiдповiдно. Встановленi формули, що
пов’язують введенi функцiї з класичними iнтегралами Френеля.

Мета дослiдження. У цiй статтi дослiдженi властивостi iнтегралiв зi змiнною
верхньою межею вiд функцiй Sin (x), Cos (x), встановлений їхнiй зв’язок з узагаль-
неними гiпергеометричими функцiями.

Також отриманi лiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiвняння зi змiнними коефiцiєн-

тами, розв’язками яких є функцiї
x

R

0

Sin t2dt,
x

R

0

Cos t2dt.

1. Основнi означення й поняття

Для довiльних x 2 R i m 2 N факторiальним степенем m з кроком k 2 R
називають вираз

xm{k}
=

(

x(x+ k) · (x+ 2k) · . . . · (x+ (m� 1)k), якщо m 6= 0,

0, якщо m = 0.

Факторiальний степiнь xm{k} називають зростаючим, якщо k > 0, i спадним,
якщо k < 0. Якщо k = 0, то маємо звичайний степiнь, бо xm{0}

= xm.

Найчастiше використовують зростаючi та спаднi факторiальнi степенi з крока-
ми 1, (– 1) вiдповiдно, якi позначатимемо через

xm

= xm{1}
= x(x+ 1) · . . . · (x+m� 1),

xm

= xm{�1}
= x(x� 1) · . . . · (x�m+ 1).

Очевидно, що n! = 1

n

= nn.

Вiдомо (див., наприклад, [4]–[6]), що зростаючим i спадним факторiальним сте-
пеням у комбiнаторному аналiзi зазвичай притаманна двоїстiсть, тобто якщо за-
дача приводить до комбiнаторної тотожностi, побудованої при допомозi спадних
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факторiальних степенiв, то iснує змiстовна комбiнаторна задача, яка приводить до
двоїстої тотожностi iз зростаючими факторiальними степенями.

За аналогiєю з вiдомими степеневими розвиненнями

sin x =

1
X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)!

x2n+1

=

1
X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)

2n+1

x2n+1,

cos x =

1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!
x2n

=

1
X

n=0

(�1)

n

(2n)2n
x2n,

у [1], [2] дослiдженi новi неелементарнi функцiї дiйсної змiнної Sin(x) i Cos(x), побу-
дованi при допомозi зростаючих факторiальних степенiв:

Sin(x) =
1
X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)

2n+1

x2n+1, Cos(x) =
1
X

n=0

(�1)

n

(2n)2n
x2n.

Зокрема, у [1] доведено, що

Sin(x) =
1
X

n=1

(�1)

n�1

(2n� 2)!

(4n� 3)!

x2n�1

=

= 2

p
x

✓

cos

x

4

· C
✓p

x

2

◆

+ sin

x

4

· S
✓p

x

2

◆◆

,

(1)

Cos(x) = 1 +

1
X

n=1

(�1)

n

(2n� 1)!

(4n� 1)!

x2n

=

= 1 + 2

p
x

✓

cos

x

4

· S
✓p

x

2

◆

� sin

x

4

· C
✓p

x

2

◆◆

,

(2)

де S(p) i C(p) � iнтеграли (синус-iнтеграл i косинус-iнтеграл) Френеля, якi визнача-
ються формулами [7]

S(p) =

Z

p

0

sin

⇡t2

2

dt =
1
X

n=0

(�1)

n

(4n+ 3)(2n+ 1)!

p4n+3,

C(p) =

Z

p

0

cos

⇡t2

2

dt =
1
X

n=0

(�1)

n

(4n+ 1)(2n)!
p4n+1.

Графiки функцiй y = Sin (x) i y = Cos (x) зображенi на рисунках 1, 2 вiдповiдно.
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Рис. 1. Графiк функцiї y = Sin(x) Рис. 2. Графiк функцiї y = Cos(x)

2. Зв’язок функцiй Sin (x), Cos(x) з узагальненими

гiпергеометричними функцiями

Позначимо через
s

F
q

(a
1

, a
2

, . . . , a
s

; b
1

, b
2

, . . . , b
q

; z) узагальнену гiпергеометричну
функцiю, тобто функцiю, яка визначається за допомогою узагальненого гiпергеомет-
ричного ряду [8]

s

F
q

(a
1

, a
2

, . . . , a
s

; b
1

, b
2

, . . . , b
q

; z) =
1
X

n=0

an
1

an
2

. . . an
s

bn
1

bn
2

. . . bn
q

· z
n

n!
,

де an
1

, an
2

, . . . , an
s

, bn
1

, bn
2

, . . . , bn
q

� зростаючi факторiальнi степенi.

Теорема 1. Для всiх x 2 (�1; +1) справджуються тотожностi

Sin(x) = x ·
1

F
2

✓

1;

3

4

,
5

4

;�x2

64

◆

, (3)

Cos(x) = 1� x2

6

·
1

F
2

✓

1;

5

4

,
7

4

;�x2

64

◆

. (4)

Доведення. З (1), враховуючи, що n! = 1

n, а (4n+1)! = 2

2n

(2n)!(4n+1)!!, для функцiї
Sin(x) одержуємо:

Sin(x) = x
1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!

(4n+ 1)!

x2n

= x
1
X

n=0

(�1)

n

4

n

(4n+ 1)!!

x2n

=

= x
1
X

n=0

(�1)

n

4

n

�

3 · 7 · . . . · (4n� 1)

�

·
�

5 · 9 · . . . · (4n+ 1)

� x2n

=
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= x
1
X

n=0

(�1)

n

64

n ·
�

3

4

· 7
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· . . . · 4n�1

4

�

·
�

5

4

· 9

4

· . . . · 4n+1

4

� x2n

=

= x
1
X

n=0

1

n

�

3

4

�

n

�

5

4

�

n

n!
·
✓

�x2

64

◆

n

= x ·
1

F
2

✓

1;

3

4

,
5

4

;�x2

64

◆

.

Для функцiї Cos(x) з (2), враховуючи, що (4n + 3)! = 2

2n+1

(2n + 1)!(4n + 3)!!,
маємо:

Cos (x) = 1 +

1
X

n=1

(�1)

n+1

(2n+ 1)!

(4n+ 3)!

x2n+2

= 1� x2

2

1
X

n=0

(�1)

n

4

n

(4n+ 3)!!

x2n

=

= 1� x2

6

1
X

n=0

(�1)

n

4

n ·
�

5 · 9 · . . . · (4n+ 1)

�

·
�

7 · 13 · . . . · (4n+ 3)

� x2n

=

= 1� x2

6

1
X

n=0

(�1)

n

64

n ·
�

5

4

· 9

4

· . . . · 4n+1

4

�

·
�

7

4

· 13

4

· . . . · 4n+3

4

� x2n

=

= 1� x2

6

1
X

n=0

1

n

�

5

4

�

n

�

7

4

�

n

n!
·
✓

�x2

64

◆

n

= 1� x2

6

·
1

F
2

✓

1;

5

4

,
7

4

;�x2

64

◆

.

Теорему доведено. ⇤

3. Iнтеграли вiд функцiй Sin(x), Cos(x)

Позначимо через eS(x) i eC(x) iнтеграли зi змiнною верхньою межею вiд функцiй
Sin(x) i Cos(x), тобто

eS(x) =

Z

x

0

Sin t dt, eC(x) =

Z

x

0

Cos t dt. (5)

Враховуючи формули (1), (2), з (5) одержуємо такi зображення функцiй eS(x),
eC(x) у виглядi степеневих рядiв, абсолютно збiжних на всiй числовiй осi:

eS(x) =
1
X

n=1

(�1)

n�1

(2n� 2)!

2n(4n� 3)!

x2n, (6)

eC(x) = x+

1
X

n=1

(�1)

n

(2n� 1)!

(2n+ 1)(4n� 1)!

x2n+1. (7)

З (6), (7), зокрема, випливає, що функцiя eS(x) є парною, а функцiя eC(x) �
непарною.

Графiки функцiй y =

eS(x) i y =

eC(x) наведенi на рисунках 3, 4 (на рис. 4
пунктиром проведено пряму y = � x).

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (24)’ 2014



Iнтеграли вiд функцiй, породжених зростаючими факторiальними степенями 19

Рис. 3. Графiк функцiї y =

e

S(x) Рис. 4. Графiк функцiї y =

e

C(x)

Теорема 2. Для всiх x 2 (�1; +1)

eS(x) =
x2

2

·
2

F
3

✓

1, 1;
3

4

,
5

4

, 2;�x2

64

◆

, (8)

eC(x) = x� x3
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·
2
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3

✓
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2

;
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4
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4

,
5

2

;�x2

64

◆

. (9)

Доведення. Аналогiчно до доведення теореми 1, використовуючи формули (6), (7),
одержуємо:

eS(x) =
1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!

(2n+ 2) (4n+ 1)!

x2n+2

=

x2

2

1
X
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=
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· . . . · 4n+1

4

�
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✓
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◆
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=
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1
X
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1

n

�
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4

�
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�
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4

�

n

2

n n!
·
✓

�x2
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◆

n
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·
2
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3

✓
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3
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4
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◆

;

eC(x) = x+

1
X
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(2n+ 1)!

(2n+ 3)(4n+ 3)!
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= x� x3

2

1
X

n=0

(�1)

n

(2n+ 3)(4n+ 3)!! 4

n

x2n

=

= x� x3

18

1
X

n=0

3

4

· 5

4

· . . . · 2n+1

4

�

5

4

· 9

4

· . . . · 4n+1

4

�

·
�

7

4

· 11

4

· . . . · 4n+3

4

�

·
�

5

2

· 7

2

· . . . · 2n+3

2

�

✓

�x2

64

◆

n

=

= x� x3

18

1
X

n=0

1

n

�

3

2

�

n

�

5

4

�

n

�

7

4

�

n

�

5

2

�

n

n!
·
✓

�x2

64

◆

n

= x� x3

18

·
2

F
3

✓

1,
3

2

;

5

4

,
7

4

,
5

2

;�x2

64

◆

.

Теорему доведено. ⇤
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Диференцiальнi рiвняння функцiй

eS(x), eC(x)

Покажемо, що функцiї eS(x), eC(x) є розв’язками задач Кошi для лiнiйних неод-
норiдних звичайних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з неперервними
коефiцiєнтами.

Теорема 3. Функцiї eS(x), eC(x) є розв’язками вiдповiдно таких задач Кошi :

16x3y(4) + (x3

+ 12x)y00 + (x2 � 12)y0 = 0,

y(0) = 0, y0(0) = 0, y00(0) = 1, y000(0) = 0,

)

(10)

16x3y(4) � 16x2y000 + (x3

+ 28x)y00 + 24y0 = �24,

y(0) = 0, y0(0) = 1, y00(0) = 0, y000(0) = �1/3.

)

(11)

Доведення. Те, що функцiї eS(x), eC(x) задовольняють вiдповiднi початковi умови з
(10), (11), випливає з формул (6), (7).

Доведемо тепер, що цi функцiї є розв’язками вiдповiдних диференцiальних рiв-
нянь. Узагальнена гiпергеометрична функцiя

2

F
3

(a
1

, a
2

; b
1

, b
2

, b
3

; z), через яку, згiдно
з (8), (9), виражаються функцiї eS(x), eC(x), є розв’язком лiнiйного звичайного дифе-
ренцiального рiвняння четвертого порядку [8]

�

�(� + b
1

� 1)(� + b
2

� 1)(� + b
3

� 1)� z(� + a
1

)(� + a
2

)

�

w(z) = 0,

де через � позначено диференцiальний оператор � = z d

dz

.

Отже, функцiя

w(z) =
2

F
3

✓

1, 1;
3

4

,
5

4

, 2; z

◆

(12)

з (8) є розв’язком рiвняння
✓

�

✓

� � 1

4

◆✓

� +
1

4

◆

(� + 1)� z(� + 1)(� + 1)

◆

w(z) = 0. (13)

Оскiльки

� = z
d

dz
, �2 = z

d

dz
+ z2

d2

dz2
, �3 = z

d

dz
+ 3z2

d2

dz2
+ z3

d3

dz3
,

�4 = z
d

dz
+ 7z2

d2

dz2
+ 6z3

d3

dz3
+ z4

d4

dz4
,

то з (13), виконавши нескладнi перетворення, одержуємо, що функцiя w(z) з (12) є
розв’язком диференцiального рiвняння

z3w(4)

+ 7z2w000
+

✓

159

16

z � z2
◆

w00
+

✓

15

8

� 3z

◆

w0 � w = 0. (14)
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Виконаємо тепер у (14) замiну незалежної змiнної за формулою z = � x2/64. Тодi

w0
z

= � 32x�1w0
x

, w00
z

= 32

2x�3

(xw00
x

� w0
x

),

w000
z

= � 32

3x�5

�

x2w000
x

� 3xw00
x

� 3w0
x

�

,

w(4)

z

= 32

4x�7

�

x3w(4)

x

� 6x2w000
x

+ 15w00
x

� 15w0�

i, пiдставляючи у (14), переконуємося, що функцiя

w(x) =
2

F
3

✓

1, 1;
3

4

,
5

4

, 2;�x2

64

◆

є розв’язком диференцiального рiвняння

4x3w(4)

+ 32x2w000
+

✓

x3

4

+ 51x

◆

w0
+

✓

5x2

4

+ 9

◆

w0
+ xw = 0.

Нарештi, пiдставляючи в останнє рiвняння y = x2w(x)/2, одержуємо, що функ-
цiя y =

eS(x) є розв’язком рiвняння з (10).
Аналогiчно доводиться, що функцiя v(z) =

2

F
3

�

1, 3
2

;

5

2

, 7
4

, 5
2

; z
�

з (9) � розв’язок
рiвняння

z3v(4) +
17

2

z2v000 +

✓

259

16

z � z2
◆

v00 +

✓

175

32

� 7

2

z

◆

v0 � 3

2

v = 0,

а функцiя

v(x) =
2

F
3

✓

1,
3

2

;

5

4

,
7

4

,
5

2

;�x2

64

◆

є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння

16x3v(4) + 176 x2v000 + (x3

+ 460)v00 + (6x2

+ 240)v0 + 6xv = 0.

Пiдставляючи в останнє рiвняння y = x � x3v(x)/3, одержуємо, що функ-
цiя y =

eC(x) є розв’язком рiвняння з (11).
Теорему доведено. ⇤

Висновки

У статтi запропонованi двi новi неелементарнi функцiї дiйсної змiнної, якi є
iнтегралами вiд неелементарних функцiй, побудованих при допомозi зростаючих
факторiальних степенiв. Дослiдженi деякi їх властивостi, показаний зв’язок введе-
них функцiй з узагальненими гiпергеометричними функцiями. Встановлено, що новi
функцiї є розв’язками задач Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь четвер-
того порядку з неперервними коефiцiєнтами.
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